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Prefacio

Anderson Reis da Cruz*

O Programa de Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional (Profmat) € um programa de pds-graduagao Stricto
Sensu destinado ao aperfeicoamento dos professores do ensino
basico e cuja oferta é nacional. Constituida por uma rede de
Instituicdes Associadas sob a coordenacao da Sociedade Brasileira
de Matematica, o programa visa a continuidade da formagao docente
por meio da aquisicido de dominio aprofundado dos conteudos
trabalhados em sala de aula e/ou por proposicoes de novas praticas
didatico-pedagogicas no ensino da Matematica. A Universidade
Federal do Recbncavo da Bahia aderiu a rede de Instituicbes
Associadas do Profmat no ano de 2012 e as suas dissertagcoes tém
versado sobre os mais diversos temas da Matematica.

O presente livro traz recortes de algumas das dissertacoes
defendidas ao longo destes anos de existéncia. Agradeco aos
professores: Adson Rocha, Ariston Cardoso, Danilo Ferreira, Eleazar
Madriz Lozada, Erikson dos Santos, Genilson de Melo, Juarez
Azevedo, Renato Diniz e Sanzia Alves e aos egressos do Profmat/
UFRB: Dilmara do Carmo, Fabricia Lisboa, Janio de Jesus, Joao
Almeida, Leila de Souza, Luciano Cerqueira, Osnildo Carvalho,
Patricia Souza, Tania Souza, Ueric Oliveira e Wilson Filho, pelas suas
valorosas contribuicdes a composicao deste livro.

1 Coordenador Institucional Profmat/UFRB (Gestao 2019-2020). Possui gradua-
¢ao em Matematica pela Universidade Federal da Bahia (2010). Mestrado em Mate-
matica pela Universidade Federal da Bahia (2012). Doutorado em Matematica pela
Universidade Federal da Bahia (2016). Atualmente € Professor Adjunto no Centro de
Ciéncias Exatas e Tecnoldgicas da Universidade Federal do Reconcavo da Bahia
(CETEC - UFRB).
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Este texto visa proporcionar ao professor de Matematica do
Ensino Basico inspiragdes para o desenvolvimento de novas praticas
em sala de aula, com foco em alguns temas da Teoria dos Numeros,
Geometria, Matematica Aplicada e Matematica Financeira. Ao mesmo
tempo em que se exibem sugestdes de metodologias para um melhor
processo de ensino aprendizagem, sao apresentados conceitos
formais necessarios a um total entendimento dos conhecimentos
matematicos em torno de cada topico.

Acredito que a pratica pedagogica do ensino da Matematica
esta intimamente relacionada a uma base conceitual adequada
acerca dos conteudos a serem trabalhados em sala de aula. Os temas
abordados sao apresentados com base nesta dtica, permitindo-se
em alguns momentos um aprofundamento que extrapola o que de
fato pode ser apresentado a um estudante do ensino basico.

Trazemos sugestdes para o uso de ferramentas computacionais
para o calculo de areas e volumes, e a construcao de figuras planas.
Apresentamos um estudo sobre uma Geometria ndao Euclidiana.
Temos um estudo sobre trigonometria com aplicagdes. Introduzimos
uma indicagao para o uso de ferramentas computacionais no ensino
de tdpicos de Matematica Financeira e apresentamos meétodos
iterativos para resolucao de equacoes e sistemas de equacdes com
o uso da Algebra Linear.

Podemos encontrar aqui proposicoes de sequéncias didaticas e
experiéncias em sala de aula relacionadas a metodologias de ensino.
Neste sentido, temos como publico alvo os docentes em exercicio do
ensino basico ou recém licenciados. Entretanto, a base matematico-
tedrica apresentada torna sua leitura agradavel a qualquer pessoa
interessada pela Matematica. Alguns dos capitulos sdo acessiveis
em qualquer nivel de conhecimento.

Tentamos desmitificar o conceito vilanesco que circunda a
Matematica. Seja pelo mito que ela € uma disciplina dificil de aprender e
ensinar, seja pelo mito de que nao é possivel apresentar determinados
conteudos de maneira rigorosa e formal.
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Finalizo agradecendo ao Comité Cientifico designado pelo
Colegiado do Profmat/UFRB, composto pelas Professoras Katia
Rocha, Julianna Pinele e Sanzia Alves, pelo empenho na coleta e
formatacao desta obra.

Cruz das Almas, 06 de agosto de 2020.






Apresentacao

Katia Rocha
Sanzia Alves
Julianna Pinele

Este livro esta composto por onze capitulos que relatam
alguns dos trabalhos desenvolvidos como dissertagdes no Programa
de Pods-graduagao em Matematica, stricto sensu, ao nivel de
Mestrado, na modalidade Profissional, do Centro de Ciéncias Exatas
e Tecnolégicas (CETEC) da Universidade Federal do Recéncavo da
Bahia (UFRB), doravante chamado Profmat/UFRB?.

Curso semipresencial de oferta nacional, oferecido em polos
distribuidos por todos os estados e Distrito Federal, o Profmat &
coordenado pela Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), com
apoio do Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada (IMPA),
e surgiu no contexto da Universidade Aberta do Brasil (UAB) —
Coordenagao de Aperfeicoamento Pessoal de Nivel Superior
(CAPES) em 2010, fruto da necessidade de capacitagdo dos
professores do Ensino Basico que atuam efetivamente em sala de
aula, no ensino de Matematica. Em 2019, o Profmat contava com
75 instituicoes associadas, totalizando 96 campi em todo territdrio
nacional. O Profmat foi recomendado pela CAPES, reconhecido pelo
Conselho Nacional de Educacao (CNE) e validado pelo Ministério da
Educacdo com a nota maxima para programas de mestrado, tendo
mantido esta nota 5 na avaliagao trienal de 2017.

O Plano Nacional de Educacgao (PNE) atualmente em vigor, que
foi sancionado através da Lei Federal n°® 13.005, de 25 junho de 2014,
tem por objetivo a melhoria da educacao no pais, e para tal determina
as diretrizes, metas e estratégias para a politica educacional entre o

2 Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional.
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periodo de 2014 e 2024. Ressalta-se que, das 20 metas que devem
ser atingidas nesse periodo de 10 anos, o Profmat atende a varias
delas. Destaca-se, por exemplo, o atendimento as metas 14, 17 e 18
que tratam, respectivamente, “de elevar o numero de matriculas na
pos-graduacao stricto sensu, da valorizacado do professor e do plano
de carreira” (PROFMAT, 2018, p. 6). O PNE coloca em sua Meta 16
o desafio de:

formar, em nivel de pods-graduacao, 50% (cin-
quenta por cento) dos professores da Educacao
Basica, até o ultimo ano de vigéncia deste PNE e
garantir a todos (as) os (as) profissionais da Edu-
cacao Basica formagao continuada em sua area
de atuagao, considerando as necessidades, de-
mandas e contextualizacdes dos sistemas de en-
sino (BRASIL, 2014, anexo).

“De acordo com o Observatério do PNE, até o ano de 20186,
34,6% de professores da Educagao Basica concluiram a Pos-
Graduacao” (PROFMAT, 2018, p. 6). O Profmat vem, portanto,
contribuir para o alcance dessa meta, com mais de 5300 dissertacoes

defendidas nos ultimos sete anos.

Profmat/UFRB

Em 2011 foi iniciado o processo de adesido da UFRB a rede
nacional do Profmat, através da submissao da proposta do Prof. Dr.
Eleazar Madriz Lozada ao Conselho Diretor do CETEC. Ja contando
com parecer favoravel da Area de Conhecimento Matematica e
Estatistica, a proposta foi apreciada em reunidao extraordinaria
do Conselho Diretor em dois de setembro de 2011. Tendo obtido
anuéncia deste conselho, o processo de que tratava a proposta foi
encaminhado a Pro-Reitoria de Pesquisa e Pds-Graduacao (PRPPG),
atual Pro-Reitoria de Pesquisa, Pos-Graduacgao, Criacao e Inovacao
(PPGCI). Em dezessete de novembro de 2011, a Camara de Pesquisa
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e Pés-Graduacao, em sessao ordinaria, aprovou por unanimidade a
adesao da UFRB ao Profmat, referendada pela Resolugdo CONAC
n® 01/2012, de 15 de fevereiro de 2012 (UNIVERSIDADE FEDERAL
DO RECONCAVO DA BAHIA, 2012).

O inicio das atividades do Profmat/UFRB ocorreu em marco de
2012, com sua primeira turma composta por 15 discentes, e um quadro
docente de sete professores. Atualmente, o Profmat/UFRB conta com
a participacao de 13 professores doutores em seu corpo docente.
Um total de 47 dissertacoes ja foram defendidas no ambito desse
programa, sobre as mais diversas tematicas, com predominancia de
abordagens que visam fomentar o uso da tecnologia em sala de aula
como aliada ao ensino formal da Matematicas.

Devido a sua localidade e em razao da distancia destas cidades
aos demais polos das Instituigdes Associadas Baianas, o Profmat/
UFRB tem oferecido um espaco estratégico para atender aos
municipios de Cruz das Almas, Muritiba, Governador Mangabeira,
Sapeacu, Cachoeira, Sao Félix, Santo Antbnio de Jesus, dentre
outros municipios do Recébncavo Baiano, formando profissionais que
atualmente atuam em diversas regioes da Bahia.

Sobre este livro

O Edital n® 002/2020 da Editora da Universidade Federal do
Recbncavo da Bahia (EDUFRB) surgiu como uma oportunidade
de selecionar alguns dos trabalhos desenvolvidos pelos egressos
do Profmat/UFRB e apresenta-los como um livro, que intitula-se
Inovagbes educacionais em Matemadtica no Recéncavo, remetendo a
busca pordesenvolver agoes voltadas paraaformacgao de profissionais
que melhorem a educacao basica da regiao do Recéncavo Baiano.

3 Para obter acesso aos textos completos dos trabalhos, acesse o site do Profmat
nacional, disponivel em https://www.profmat-sbm.org.br/dissertacoes/?polo=ufrb.
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A seguir, apresentamos uma sintese dos proximos capitulos desse
livro nos quais podem ser encontrados alguns recursos valiosos a ser
adotados nas aulas de Matematica.

Partindo da constatacdo de que o Desenho Geomeétrico
proporciona um maior entendimento e visualizagdo de problemas
que envolvem Geometria e, em particular, o ensino de area de figuras
planas, em Desenho Geomeétrico e dreas de figuras planas, Tania
Pinto dos Santos Souza e Erikson Alexandre Fonseca dos Santos
trazem uma proposta de trabalho com o uso de régua e compasso
na construcao de algumas figuras planas associada a verificagao das
definicoes e propriedades relacionadas a tais figuras. Além disso,
objetiva-se mostrar aos professores a importancia das construcoes
geomeétricas no Ensino Basico, como ferramenta de aprendizagem
significativa. Nesta proposta foram realizadas atividades com um
grupo de alunos de uma turma do Curso de Informatica de um centro
de educacao profissional baiano, através de encontros semanais
durante quatro meses.

Ja no trabalho Proposta metodoldgica partindo de construgbes
geomeétricas, Joao da Cruz Almeida e Erikson Alexandre Fonseca dos
Santos apresentam uma metodologia para o ensino de construcoes
geométricas usando régua e compasso, visando servir de subsidio para
professores do Ensino Médio na elaboragao de aulas de Geometria.
Parte-se de uma reflexdo sobre a histdria do ensino de Geometria
no Brasil desde o inicio do século XX, analisando os principais fatos
que contribuiram, positiva ou negativamente, para a abordagem
das construcdes geométricas nas escolas. O recurso a Histdria da
Matematica pode esclarecer ideias matematicas que estdo sendo
construidas pelo aluno, especialmente para dar respostas a alguns
porqués e, desse modo, contribuir para a constituicao de um olhar
mais critico sobre os objetos de conhecimento (BRASIL, 1998, p. 43).

Nos ultimos anos tivemos varios avancos e descobertas no
desenvolvimento de softwares e recursos tecnologicos, grande parte



Inovagbes educacionais em matematica no Recéncavo 17

devido a popularizacdo da internet, assim como, a inclusao digital
nos processos educativos garantido pelos Parametros Curriculares
Nacionais (PCN).

E esperado que nas aulas de Matematica se possa
oferecer uma educacao tecnoldgica, gue nao sig-
nifiqgue apenas uma formagao especializada, mas,
antes, uma sensibilizagdo para o conhecimento
dos recursos da tecnologia, pela aprendizagem
de alguns conteudos sobre sua estrutura, funcio-
namento e linguagem e pelo reconhecimento das
diferentes aplicagdes da informatica, em particular
nas situacoes de aprendizagem, e valorizagao da
forma como ela vem sendo incorporada nas prati-
cas sociais (BRASIL, 1998, p. 46).

No que dizrespeito as aulas de Matematica, Borba (2016) aponta
a calculadora grafica como um dos primeiros recursos utilizados.
Hoje o professor pode contar ainda com softwares educacionais,
alguns deles gratuitos, a exemplo do Winplot* e GeoGebra®. Esses
softwares conferem mais interatividade ao processo de aprendizagem
a medida que, em alguns casos, tém-se as fungdes de mover objetos
e alterar os parametros que aparecem nas construcdes. No que se
segue apresentamos algumas propostas com a utilizacao do software
GeoGebra.

Partindo do pressuposto de que faz parte da formacao do
professor ter concepcdoes e competéncias que irdo definir o uso
das tecnologias para ensino da Matematica, Luciano de Souza
Cerqueira e Renato dos Santos Diniz, em GeoGebra e isometrias
do plano, trazem uma discussao do software GeoGebra como opcao
metodoldgica — recurso didatico — aos professores de Matematica,
nas aulas de isometrias de figuras planas. Sao apresentadas quatro
atividades com uso do GeoGebra, objetivando o estudo das quatro

4 - http://faculty.madisoncollege.edu/alehnen/winptut/Install_Winplot.html
5 - https://www.geogebra.org
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https://www.geogebra.org
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isometrias no plano e, dessa forma, deixar aos leitores um modelo/
exemplo de atividades a serem desenvolvidas no Ensino Basico.

Com objetivo de apresentar estratégias que facilitem a
compreensao sobre o calculo de volumes dos solidos geomeétricos
utilizando o Principio de Cavalieri e 0 software GeoGebra, Patricia
Barretto Santos Souza e Erikson Alexandre Fonseca dos Santos,
em GeoGebra e volumes: uma proposta metodoldgica, apresentam
a realizagao de oficinas de estudo desenvolvidas com um grupo de
discentes do 3° ano do Ensino Médio de uma escola publica. Nestes
encontros, foram aplicados Testes de Sondagem e de Verificacdo da
Aprendizagem que nortearam o desenvolvimento das atividades.

Em Estudo das fungbes trigonométricas na roda-gigante,
Leila Maria Salomao de Souza e Adson Mota Rocha apresentam
estratégias que possibilitam uma outra abordagem do estudo das
fungdes trigonométricas e suas inversas. No intuito de motivar o
estudo dessas fungdes, foi aplicado um experimento em uma turma
do 2° ano do Ensino Médio com a construgao de uma roda-gigante. A
partir dos dados obtidos é feita a analise das relagdes de movimento
e esboco dos graficos. Vale ressaltar que as atividades que envolvem
a utilizacdo de softwares reforcam no estudante essa condigcao de
ator mais ativo no processo de aquisicao do conhecimento (Borba,
2010). Por exemplo, o uso de softwares educacionais, quando bem
utilizados, além de favorecer a visualizagao grafica permite aos
estudantes criar conjectura e até mesmo valida-las. Neste sentido,
este trabalho apresenta a proposta de utilizagdo do software
GeoGebra para a visualizacdo do movimento e graficos dinamicos,
bem como a animagao virtual do brinquedo.

Dilmara Mauricio do Carmo e Adson Mota Rocha, em Uma
proposta diddtica do uso do Método da Bissecc@o, apresentam
uma atividade didatica a fim de desenvolver o lado investigativo
dos alunos, a partir de outras técnicas de resolucao de equacoes
polinomiais pouco conhecidas no Ensino Basico, os chamados



Inovagbes educacionais em matematica no Recéncavo 19

meétodos iterativos. Nessa pratica pedagogica, os alunos perceberao
a importancia da resolucido das equacdes polinomiais através de
meétodos iterativos com o uso do GeoGebra como uma ferramenta
para visualizacao grafica e sua melhor compreensao.

Ja em Problemas de programacdo linear como temas
transversais, Ueric Silva Oliveira, Adson Mota Rocha e Eleazar
Gerardo Madriz Lozada utilizam a programacao linear como suporte
para temas transversais no ensino de Matematica do Ensino Médio.
Assim, sao fornecidos subsidios para o professor transitar por meio
da transversalidade de certos conteudos trabalhando com problemas
de Matematica Aplicada, além de mostrar como o software GeoGebra
pode ser um auxiliador na sua resolugao.

Considerando a importancia da Educagao Financeira no Ensino
Basico e como ela pode contribuir para a formacao de cidadaos mais
conscientes e autbnomos de sua vida financeira, Wilson Teixeira
Vieira Filho e Sanzia Alves do Nascimento analisam, em Educacéo
Financeira nas aulas de Matemadtica do Ensino Médio, a adogao do
material da Estratégia Nacional de Educagao Financeira (ENEF) para
lecionar tematicas voltadas a Matematica Financeira. A partir desta
analise, é apresentada uma proposta para o uso desse material
pelos professores do Ensino Médio, através do uso do GeoGebra,
visando facilitar a compreensao das situagdes-problema propostas
no material e explorar outros aspectos ndo abordados nele. Desta
forma, o aluno ndo apenas compara os resultados obtidos com o
aplicativo e aquele fornecido pelo livro, como também faz uma
analise aprofundada de cada atividade proposta utilizando graficos e
tabelas para observagao do comportamento devido as mudancas de
variaveis. Como principal resultado tem-se a adequacao do material
da ENEF ao desenvolvimento das habilidades envolvidas nas
competéncias estabelecidas pela Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) para a area de Matematica e suas Tecnologias através das
atividades propostas.
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Além dos trabalhos realizados com enfoque nas praticas
educativas utilizando assuntos que sao parte do curriculo do Ensino
Basico, no Profmat/UFRB também foram realizadas pesquisas que
relacionam temas matematicos geralmente estudados apenas no
Ensino Superior com os assuntos abordados no Ensino Médio, a
partir de metodologias mais simples, visando despertar o interesse
dos jovens pela Matematica; ja que o sucesso de praticas docentes
também tem a formacao docente como um de seus vértices.

As Fracbes Continuas, embora seja um tema pertencente a
Matematica Elementar, € uma area de grande relevancia em Teoria
dos Numeros e com alto interesse de pesquisa pelos matematicos
hoje em dia. Uma importante caracteristica das fracées continuas é
a facilidade que ela possui de aproximar qualquer niumero real por
uma sequéncia de numeros racionais de maneira bastante simples
e com grande precisao. Este fato, além de estabelecer a densidade
dos racionais no conjunto dos numeros reais, também fornece uma
elegante maneira de exprimir um numero real como um quociente
infinito de racionais. Toda a teoria € baseada no famoso Teorema da
Divisao Euclidiana, resultado fundamental em Teoria dos Numeros
que apesar do seu carater ingénuo possui grande utilidade e nos
permite demonstrar profundos resultados em diversas areas da
Matematica. Neste sentido, utilizando algumas propriedades basicas
da Divisao Euclidiana e da Analise, em Um passeio pelas fracbes
continuas, Fabricia da Conceicao Lisboa e Danilo de Jesus Ferreira
apresentam a relagao existente entre os nimeros reais e as fracoes
continuas, mostrando que um numero real € irracional se, e somente
se, ele puder ser representado como uma fragdo continua infinita.
Ainda neste trabalho, & possivel verificar a caracterizacao das fracoes
continuas periodicas estabelecendo uma intrinseca relacdo entre
elas e as raizes de um polindmio do 2° grau com coeficientes inteiros.
Utilizando estes resultados, os autores apresentam um método para
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se calcular logaritmos e um método para exprimir raizes quadradas
irracionais sob a forma de fragdes continuas periodicas.

Jaem Geometria nGo-Euclidiana: aplicacées na Educagéo Bdsica,
Osnildo Andrade Carvalho e Juarez dos Santos Azevedo apresentam
uma analise das Geometrias nao-Euclidianas, em particular a Geometria
Esférica, demonstrando que na Matematica, mesmo que se tenha
resultados consolidados, estes podem ser questionados apresentando,
assim, outras visoes. A pesquisa foi de carater bibliografico e qualitativo.
Em primeiro lugar, expde-se uma retrospectiva historica dos postulados
de Euclides, e as controvérsias em torno do quinto postulado evocando,
desse modo, dois tipos classicos de Geometrias nao-Euclidianas:
a Hiperbdlica e a Esférica. Além disso, sdo exibidos como resultado
algumas sugestdes de atividades da Geometria Esférica para os
estudantes da Educacao Basica.

Por sua vez, em Estratégias de Geometria ndo Euclidiana com
Fractais no Ensino Médio, Janio Paim de Jesus, Ariston de Lima
Cardoso e Genilson Ribeiro de Melo apresentam uma proposta de
atividade voltada para o Ensino Médio, com o objetivo de introduzir
a Geometria nao-Euclidiana na Educacao Basica com o enfoque na
Geometria dos Fractais. Os autores apresentam uma breve revisao
sobre a Geometria ndo-Euclidiana e sobre as principais propriedades
dos fractais, e em seguida aplicam uma sequéncia didatica com o
auxilio de softwares livres. Por fim, é feita uma analise de como a
aplicacdo da sequéncia didatica contribuiu para a insercao deste
tema no curriculo do Ensino Médio.

Em suma, os onze trabalhos apresentados neste livro
representam uma pequena amostra das enriquecedoras pesquisas
que foram realizadas ao longo dos oito anos de existéncia do
Profmat/UFRB. Esperamos que sua leitura sirva de inspiragao aos
professores da rede basica de ensino, e aos futuros profissionais de
educagao, bem como aos futuros estudantes desse programa de
pos-graduacao.
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O Desenho Geomeétrico e areas
de figuras planas

Tania Pinto dos Santos Souza
Erikson Alexandre Fonseca dos Santos

Introducao

De acordo com Jorge (2004) a linguagem grafica € universal,
pois independe dos idiomas e proporciona compreensao imediata e
interpretacao exata dos simbolos usados. Adquirir o conhecimento
que permita compreender a linguagem grafica e comunicar-se com
ela é, hoje, essencial.

Wagner (1998) afirma que estando as construcoes geométricas
cada vez mais ausentes dos curriculos escolares, deve-se ajudar a
resgatar o assunto do esquecimento e mostrar a sua importancia
como instrumento auxiliar no aprendizado da Geometria, pois
as construgdes com régua € compasso ja aparecem no século
V a.C., época dos Pitagdricos, e tiveram enorme importancia no
desenvolvimento da Matematica Grega.

Assim, partindo da constatagao de que o ensino do Desenho
Geomeétrico vem experimentando um abandono quase completo
nas escolas de ensinos fundamental e médio brasileiras, o presente
capitulo apresenta uma proposta de trabalho, a partir de atividades
realizadas com alunos do quarto ano do Curso Técnico de Informatica
do Centro Territorial de Educagao Profissional Litoral Norte e Agreste
Baiano — CETEP/LNAB, situado no municipio de Alagoinhas,
Bahia. Tais atividades foram realizadas no periodo de 04/08/2014 a
15/12/2014 com encontros semanais cuja duragao foi de 100 minutos.

O principal intuito deste capitulo & mostrar aos educadores a
importancia das construgoes geométricas no ensino basico para a
aprendizagem significativa por parte dos estudantes.
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O Desenho Geométrico sera apresentado plenamente
integrado a Geometria, fazendo com que o estudo dos problemas de
construgdes evolua naturalmente a partir de teorias geométricas que
foram trabalhadas com os discentes. Obijetiva-se, ainda, apresentar
0 rigor matematico no que tange a formalizacdo dos resultados por
meio da escrita dos procedimentos das construcoes geométricas
realizadas.

Devlin (2004) relatou que as pessoas mais jovens nos Estados
Unidos talvez nao tenham tido aulas de Geometria. A matéria foi
reclassificada ha alguns anos, tornando-se opcional, na crenca
errada de que nao era mais suficientemente importante ao mundo
de hoje. Embora seja verdade que, hoje em dia, dificilmente alguém
faca uso direto dos conhecimentos geométricos, a Geometria era a
Unica matéria do curriculo do ensino meédio que expunha 0s jovens ao
importante conceito do raciocinio formal e a prova matematica.

O Desenho Geométrico sera apresentado nesse texto como
motivador no ensino de area de figuras planas, uma vez que o ensino
de area destas figuras na educacao basica geralmente € desenvolvido
com o professor repassando as formulas para os alunos sem abordar
a contextualizacdo e representacao geométrica das mesmas. O
conteudo é apresentado seguido de exemplos e exercicios que sao
realizados de forma mecanica pelos estudantes, ou seja, os discentes
apenas decoram as formulas sem compreendé-las.

O desenvolvimento dessa pesquisa esta pautado numa visao
histérica do Desenho Geométrico e da Geometria e na experiéncia
vivenciada com estudantes do ensino meédio ao utilizar as construcoes
geomeétricas de figuras planas para o efetivo estudo do calculo das
areas dessas figuras.

Motivados por esse tema e apos as diversas leituras e a propria
vida, observar-se-a que as aplicagbes aqui registradas podem ser
trabalhadas sem dificuldades na educacao basica.
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Desenho Geométrico e Geometria

De acordo com Putnok (1993), o desenho nasceu ha cerca de
60 mil anos a partir dos avancos das relagdes entre o homem e a
fauna. Através de gravuras encontradas nas cavernas do homem, foi
possivel entender o seu cotidiano.

Segundo Putnok (1993, p. 7):

Nao se sabe quando ou onde ocorreu a primei-
ra formulacdo, na forma de desenho, de um pro-
blema que se pretendia resolver. Talvez fosse a
construcdo de uma moradia ou de um templo.
Contudo, esse fato significou um desenvolvimento
na capacidade de raciocinio abstrato, pois o dese-
nho supracitado representava algo que ainda nao
existia, algo que se pretendia realizar. Essa ferra-
menta, com o passar dos tempos foi se aprimo-
rando de tal modo que tornou-se uma importancia
vital para o desenvolvimento de civilizacbes, como
a dos babilénios e os egipcios.

Na antiguidade muitos problemas do cotidiano foram resolvidos
utilizando-se de conhecimentos geométricos.

A Geometria Babilénica se relaciona intimamen-
te com a mensuracdao pratica. De numerosos
exemplos concretos infere-se que os babilénios
do periodo 2000 a.C. a 1600 a.C. deveriam es-
tar familiarizados com as regras gerais de area do
retangulo, da area do triangulo retangulo e do tri-
angulo isosceles (e talvez do triangulo genérico),
da area de um trapézio retangulo, do volume de
um paralelepipedo retangulo e, mais geralmente,
do volume de um prisma reto de base trapezoidal
(EVES, 2007, p. 37).

Putnok (1993) afirma que foram os gregos que deram um
molde dedutivo a Matematica. Explica o autor que na obra Elementos
de Euclides (300 a.C.), a Geometria era desenvolvida de um modo
bastante elaborado. Diz ainda que € na Geometria Grega que nasce
o Desenho Geométrico. Na verdade, ndo havia diferenca entre
Desenho Geomeétrico e Geometria para os gregos. Apenas o primeiro
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ressaltava-se na forma de problemas de construcbes geomeétricas,
logo apds a exposicdo de uma situacdo problema dos textos de
Geometria.

O tragado de construcdes com régua e compasso, desenvolvido
pela Matematica Grega, era visto como um jogo em que se obedecia
a duas regras:

Com a régua permite-se tracar uma reta de com-
primento indefinido passando por dois pontos dis-
tintos dados. Com o compasso permite-se tragar
uma circunferéncia com centro num ponto dado
passando por um segundo ponto qualquer dado
(EVES, 2007, p. 134).

Esses instrumentos somente podiam ser usados de acordo
com essas duas regras e ficaram conhecidos como instrumentos
Euclidianos.

Eves (2007) ainda salienta que a régua utilizada nao tinha
escala e que o compasso de Euclides se diferenciava dos compassos
modernos porgue esses ultimos possibilitam tragar um circulo com
centro num ponto qualquer e tendo como raio um segmento AB
qualquer. Ou seja, é possivel transportar o segmento AB ao centro
C, utilizando para isso o compasso como transferidor. Ja o compasso
Euclidiano desmontava-se quando se levantava um de seus bracos
do papel.

Conforme Wagner (1998, p. 1):

As construgdes com régua e compasso aparecem
no século V a.C. e foram muito significantes no
desenvolvimento da Matematica Grega. Para os
Gregos, 0s numeros limitavam-se somente aos in-
teiros e uma fracao era considerada apenas uma
razao entre inteiros. No século Il a.C., passou-se
a associar grandezas a segmentos de reta. Dessa
forma, o conjunto dos numeros continuava discre-
to e o das grandezas continuas passou a ser tra-
tado por métodos geométricos.
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Nessa nova algebra, conforme o autor, “resolver era sinbnimo
de construir”.

Desenho Geomeétrico no Brasil

Segundo Silva (2006, p. 17):

O estudo do desenho geométrico foi iniciado no
Brasil no ano de 1771 na capitania de Sao Paulo e
em 1779 em Pernambuco. A introdugao do Dese-
nho Geométrico efetivou-se durante o reinado de
D. Joao VI, com o intuito de implementar ciéncia e
tecnologia na colénia, e em 1812 a Real Academia
Militar comeca a ensinar Geometria Descritiva.

Silva (2006) afirma que durante a reforma educacional dos
ensinos primario, secundario e superior nos anos de 1882 e 1883,
houve uma certa valorizagao nos dois primeiros niveis de ensino.
Tal fato deu-se a intervengdo de Rui Barbosa, que propdés uma
educacao técnica como forma de atingir o desenvolvimento industrial
e favorecer o progresso do pais. “No ensino primario o Desenho
era trabalhado como parte da Geometria pratica. No entanto, no
secundario, o conteudo curricular de Geometria era amplo e abrangia
Geometria Descritiva, Teoria das Sombras, Perspectivas, Algebra e
Calculo Diferencial” (SILVA, 20086, p. 17).

Ainda segundo Silva (2006, p. 18):

[...] pela Reforma Francisco Campos, proposta
pelo Decreto no 19.890, de 18 de abril de 1931 e
consolidada pelo Decreto no 21.241 de 14 de abril
de 1932, a grade curricular do ciclo Fundamental
do Curso Secundario, com quatorze disciplinas
dispostas em cinco anos, a de Desenho Geomeétri-
co, juntamente com outras quatro, estava presen-
te em todas as séries. E, no Ciclo Complementar,
com duas séries, instituido pela Reforma de Cam-
pos, destinado a preparacao para ingresso em es-
colas superiores, o Desenho Geométrico estava
presente na segunda série para candidatos aos
cursos de Engenharia e Arquitetura.
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Geometria no Brasil

O ensino escolar brasileiro teve origem ainda quando o Brasil
era colbnia de Portugal com a Companhia Jesuitica, baseado no
humanismo cristao e embasado na Filosofia Aristotélica. Nesse periodo,
a Matematica era tida como uma ferramenta para desenvolver um
certo modo de raciocinar, necessaria para a compreensao da Fisica.

Mas, segundo Meneses (2007), o estudo de Geometria nao
recebeu um destaque de importancia por grande parte dos Jesuitas.
Explica o autor as seguintes razdes: “Primeiro por nao haver
professores qualificados para o ensino da Geometria e, segundo
porque a maioria dos jesuitas considerava que o ensino da Geometria
era algo sem grande importancia na formagao do homem.”

Valente (2007, p. 35) diz que:

[...] o pensamento jesuitico baseava-se na ideia
de que o estudo das ciéncias especulativas como
a Geometria, a Astronomia e a Fisica era um di-
vertimento vao. Considerava esses conhecimen-
tos estéreis, infrutiferos e inuteis por eles mes-
mos. Para os Jesuitas, os homens nao nasciam
para medir linhas, para examinar a relacdo entre
angulos e para empregar seu tempo em conside-
rar os diversos movimentos da matéria.
“A vida era muita curta e seu espirito grande, para se perder
tempo com coisas tdo pequenas...”, assim pensavam os Jesuitas.
Esse modo de pensar a importancia da Matematica fez com
que se instalasse no pais um estilo de ensino e organizacao curricular
que preservou as caracteristicas do desenvolvimento de Portugal,
ancorado em suas necessidades socioecondmicas, distinto de muitos
outros paises da Europa.
Alguns anos apds a colonizacao portuguesa houve o aumento
populacional e o inicio de um processo de transformacdo da
sociedade. Tal transformacao concretizou-se com a constituicao de

familias interessadas em se estabelecerem no Brasil. Com isso, houve
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a necessidade de se formalizar o ensino. Assim, as escolas jesuitas
se expandiram por todo o territdrio nacional. O objetivo era atender
0 anseio da sociedade, possibilitando aos seus filhos o ensino dado
nos moldes europeus.

Segundo Silva (20086, p. 52):

As primeiras providéncias de criagdo de escolas
no Brasil ocorreram em 1549, na Bahia, € em
1550 em Sao Vicente. Nessas duas instituicoes
ensinavam-se a leitura e a escrita, mas somente
em 1573, data em que os Jesuitas inauguraram
0 Colégio do Rio de Janeiro, € que o programa
escolar incluiu, além da alfabetizacdo, as quatro
operagdes fundamentais.

Com esses dados ilustrativos, Silva (2006) constatou que
o trabalho escolar com Matematica no Brasil teve sua origem nos
ensinamentos dos algarismos e das quatro operagdes basicas.
Gradativamente, o ensino foi sendo instituido desde os cursos
elementares até a graduacao, mas somente em 1757, na Bahia, a
Matematica ganhou status de faculdade.

Na Faculdade de Matematica eram ensinados os conteudos
contidos no curriculo da Universidade de Coimbra, pois os mestres
Jesuitas eram oriundos de Portugal, embora com bastante
conhecimento matematico, enfatizavam o que era do interesse da
Corte. O foco do trabalho era a Geometria, baseada nos Elementos
de Euclides, e Astronomia, pautada nos trabalhos de Ptolomeu. A
Matematica trabalhada nao refletia os avancos cientificos que o
continente europeu estava vivendo naguele momento.

De acordo com Tavares (2007), a Corte portuguesa, em 1648,
contratou estrangeiros, especialistas em cursos militares, para virem
ao Brasil ensinar e formar pessoal capacitado para trabalhos com
fortificagbes militares.

Com esse fim houve uma propagacao dos ensinamentos sobre
artilharia, onde foram contratados especialistas na arte da guerra



30 Julianna Pinele, Katia Rocha e Sanzia Alves (Orgs.)

para iniciar a aula de Fortificacdo e Arquitetura Militar, e o Brasil,
como colonizado, continuou seguindo o ritmo de desenvolvimento
norteado pelos interesses de Portugal. Assim, a presenca do ensino
da Geometria no ensino brasileiro veio como curriculo nos cursos
para a defesa e o ataque. Com as aulas de fortificagdo houve o
preparo para uma atividade especifica e com isso um profissional
qualificado, assim definido:

Engenheiro: oficial que serve a guerra para ata-
ques, defesa e fortificacao de pracas. E um mate-
matico habil, expert e astuto, que faz o reconheci-
mento das pracas que se quer atacar e que mostra
ao general o ponto mais fragil, que desenha fron-
teiras... Ao engenheiro cabe também a invengao
de novas bombas [...] (VALENTE, 2007, p. 41).

Tavares (2007) considera que os primeiros relatos verdadeiros
de ensino de Geometria no Brasil estavam atrelados a estratégia
militar. Para ele, foi José Fernandes Pinto Alpoim que escreveu 0s
dois livros que se tornariam os primeiros livros didaticos no Brasil.
O Exame de Artilheiro em 1744 que compreendia trés capitulos:
Aritmética, Geometria e Artilharia; e, em 1748, 0 Exame de Bombeiro,
que foi escrito em dez tratados, sendo os dois primeiros dedicados a
Geometria e a Trigonometria.

Meneses (2007) afirma que as escolas militares do século XVIII
representaram toda a base do ensino de Geometria no Brasil.

Ao retomarmos esse periodo do ensino brasilei-
ro, percebemos que foram os cursos da Academia
Real dos Guardas-Marinha e da Academia Real
Militar que modelaram as origens do ensino de
Matematica, criando programas escolares a se-
rem seguidos e estruturando os conteudos a ensi-
nar (MENESES, 2007, p. 41).

Ainda, segundo Meneses (2007, p. 42):

Foram criadas as escolas primarias a partir da
Carta outorgada por D. Pedro |, de 1824, por meio
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da Lei de 15 de novembro de 1827, a qual esta-
belecia a gratuidade do ensino primario. Nessas
escolas eram ensinadas as nogdes basicas de
Geometria, principalmente aquelas que fossem
subsidios a medigao de terrenos.

Também houve uma tentativa de desenvolver o Desenho
Geomeétrico conforme afirma Meneses (2007) “havia a necessidade
de exercitar o menino em tracar figuras ja a mao, ja com compasso
e arégua’.

Contudo, a introducdo de Geometria no ensino primario
nao se concretizou por duas razdes: “a auséncia de professores
qualificados e por ndo ser uma habilidade exigida no ingresso do
ensino secundario” (MENESES, 2007, p. 42).

As tentativas de incluir na escolarizagao fundamental nogdes
de Geometria como outro conteudo de Matematica, além das quatro
operacdes fundamentais, foram infrutiferas do ponto de vista do que
ocorreu de fato no ensino primario do Império.

Apesar do texto de lei, 0 ensino de nogdes de
Geometria nao se tornou Matematica escolar nas
primeiras letras. De inicio, por ndao haver profes-
sores primarios habilitados e depois, em razao de
nao ser um conhecimento escolar solicitado para

0 ingresso em nenhuma instituicao de ensino se-
cundario (MENESES, 2007, p. 43).

Foi no ensino secundario que o ensino de Geometria ganhou
importancia, pois tornou-se pré-requisito para ingresso nos cursos
superiores de Direito.

Meneses (2007) afirma que conforme o artigo 8° da Lei de 11
de agosto de 1827, que estabeleceu a criagdo das Academias de
Sao Paulo e Olinda:

Os estudantes que quiserem matricular nos Cur-
sos Juridicos devem apresentar as certidoes de
idade por que mostrem ter a idade de quinze anos
completos, de aprovacao da lingua francesa, gra-

matica latina, retdrica, filosofia racional e moral e
Geometria (MENESES, 2007, p. 51).
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Meneses (2007) afirma que, apesar de nao se afinar com
0s demais pré-requisitos, o que gerou muitos debates sobre sua
permanéncia, a Geometria se manteve como pré-requisito para
0 ingresso nos cursos juridicos, pois havia um pensamento geral
de que seu estudo levava o homem a adquirir ideias exatas em
Economia Politica, desenvolver a raziao e fazer raciocinar com
exatiddo e método. O autor argumenta que em 1832, a Geometria
também passou a ser exigida como pré-requisito para os cursos das
Academias Médico-Cirurgicas e nas escolas Politécnicas.

Para Meneses (2007), toda essa significacao dada aos
conteudos matematicos — Algebra, Aritmética e, principalmente,
Geometria — para ingresso no curso superior serviu como fator
decisivo para a inclusao desses conteudos no ensino secundario,
deixando assim, de ter um carater somente militar e tornando-se
conhecimento geral da cultura escolar, de forma que esses saberes
fossem se transformando em disciplinas escolares independentes,
reguladas pelo poder publico e caracterizadas como conhecimentos
nao mais especificos, mas de cultura geral escolar.

A partir do momento, em que o poder publico determinou
que a Geometria deveria ser conhecimento obrigatério para quem
ingressasse nos cursos Juridicos, Médico-Cirurgicos e das Escolas
Politécnicas, ficou estabelecido, ao nosso ver, que a Geometria foi
dando os primeiros passos para se caracterizar como uma disciplina
escolar. Meneses (2007) afirma que “as disciplinas escolares
quase sempre surgem a partir das finalidades objetivas, ou seja, as
finalidades escolares quase que de uma forma geral sao regidas e
determinadas pelos 6rgaos politicos”.

Desenho Geomeétrico - aprendizagem

O estudo do Desenho Geomeétrico é significativo para uma boa
aprendizagem nos assuntos referentes a Geometria.
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Silva (2006) afirma que os desenhos das figuras geométricas
representam parte importantissima para a compreensao, a fixacao
e a imaginacao criativa. Assim, podemos entender que € importante
que o estudante por si s6 desenhe a figura, procurando caminhos,
imaginando construgdes, pesquisando interconexdes, forcando o
raciocinio, e exercitando a mente.

Dante (2002) faz uma observagcao muito importante a respeito
do Desenho Geomeétrico quando diz:

[...] tudo o que nos rodeia lembra formas geomeé-
tricas, basta olharmos os objetos que nos cercam.
Vivemos em um mundo de formas geométricas.
Elas constituem um mundo de diversidades e po-
dem ser constatadas nas artes, na natureza, nas
construgoes, etc (DANTE, 2002, p. 89).

Kalter (1986) afirma que o ensino do desenho pode ser entendido
como essencial no aprendizado do aluno em Geometria para que
nao haja bloqueio das capacidades de planejar, projetar ou abstrair,
estabelecendo assim uma relacao continua entre a percepcao visual
e 0 raciocinio espacial. Argumenta o autor que fez uma investigagao
exploratdria consistindo de um teste de geometria aplicado a 136 alunos
de 8?2 série de seis escolas de Curitiba com a finalidade de comparar
os rendimentos entre aqueles alunos que tiveram e aqueles que nao
tiveram a oportunidade de estudar desenho geométrico; um questionario
(com questbes abertas e fechadas) aplicado a quatorze professores
das mesmas, com o objetivo de coletar opinides sobre a importancia do
Desenho Geomeétrico e a Geometria. Os resultados mostraram que os
alunos das escolas que ofereceram Desenho Geométrico apresentaram
um desempenho significativamente melhor em relacdo aos outros.
Os professores, por outro lado, opinaram que o Desenho Geométrico
“concretiza os conteudos abstratos” da Geometria e as duas disciplinas
se completam. Isso nos leva a entender que o Desenho Geométrico
podera contribuir em diferentes campos da Matematica. Efetivamente



34 Julianna Pinele, Katia Rocha e Sanzia Alves (Orgs.)

detectamos correlacoes entre o Desenho Geométrico e a Geometria,
em determinados campos do cotidiano dos homens, em particular, no
calculo de areas de figuras planas.

Enfim, o Desenho Geométrico permite concretizar o0s
conhecimentos tedricos da Geometria, confirmando as propriedades
das figuras geométricas, o que possibilita ao aluno uma maior
habilidade na resolugao de problemas correlatos.

O porqué

Respalda-se em Neto (2012) para demonstrar as areas
das figuras explicitamente trabalhadas no projeto, por entender
que mecanicamente os discentes sabiam aplicar as formulas sem
entender o seu porqué. Convenientemente, utiliza-se a demonstracao
adotada por Neto no intuito de confirmar o que na pratica eles faziam.

Particularmente traz-se para esse capitulo a demonstracido da
area de um quadrado de lado unitario.

Segundo Neto (2012, p. 234), a area de uma regiao no plano
€ um numero positivo que se associa a mesma e que serve para
quantificar o espaco por ela ocupado e que para poligonos se torna
util quando as propriedades abaixo relacionadas sao validas:

1. Poligonos congruentes tém areas iguais;

2. Se um poligono convexo é particionado em um numero finito

de outros poligonos convexos (isto &, se o poligono & a uniao de um

numero finito de outros poligonos convexos, 0s quais nao tém pontos

interiores comuns), entdo a area do poligono maior € a soma das

areas dos poligonos menores;

3. Se um poligono (maior) contém outro (menor) em seu interior,

entdo a area do poligono maior & maior que a area do poligono me-

nor;

4, A area de um quadrado de lado 1 cm é igual a 1 cm?.
Valendo as propriedades de 1 a 4 acima, particiona-se um
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quadrado de lado n € N em n? quadrados de lados 1 cada, confor-
me se vé na Figura 1. Denotando a area do quadrado maior por 4,,
deve-se ter 4, igual a soma das areas desses n?quadrados de lado
1, de maneira que

Figura 1 - Quadrado de lado n.
1

Fonte: Souza (2015, p. 38).

. m
Considera-se agora um quadrado de lado —, com m,neN,n # (
isto €, com tamanho do lado racional e area A% . Arranjando n? co6-

pias do mesmo, empilhando n quadrados de lado ™ por fila, emn fi-

. n
las, formando assim um quadrado de lado ™., — ,,,, como se
n

observa na Figura 2.
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Figura 2 - Quadrado de lado m/n.

. huadrados

-

min

B

L = I -

woa

Fonte: Souza (2015, p. 39).

Tal quadrado maior tera, como ja se sabe, area m?2; por outro lado,
. .. m

como ele esta particionado em n? quadrados de lado p cada, sua

area € igual a soma das areas desses n? quadrados, isto €,

m? =n?-Am
Portanto, n
2
m
A% = ? = (m/n)z.

A discussao acima sugere que a area de um quadrado de lado [
deve ser igual a [2 Para confirmar tal suposicao, utiliza-se o seguin-
te argumento: para k € N, tomam-se numeros racionais X, e Yk tais

que:
1

X<l <y e yk_xk<E.

E importante ressaltar que a existéncia destes nimeros esta
garantida pelo fato de que o conjunto dos numeros racionais Q é
denso em R, ou seja, entre dois numeros reais existe sempre um
numero racional.



Inovagbes educacionais em matematica no Recéncavo 37

Em seguida, construiram-se quadrados Qx e @y de lados Xk
e Yk, respectivamente; o primeiro contido no quadrado dado e o
segundo o contendo, como se observa na Figura 3.

Figura 3 - Quadrados.

¥
Fonte: Souza (2015, p. 40).
Como ja se sabe calcular areas de quadrados de lado racional,

pela propriedade 3 pode-se garantir que a area 4; do quadrado de
lado ! deve satisfazer as desigualdades

()?< A < ()2
Mas como vale (x;)?< 1?2 < (yx)? conclui-se que ambos os

numeros 4 e 12 devem pertencer ao intervalo ((xx)% (V4)*) de maneira
que

1 1
|41 = 1] < 0% = ()= e = %) - O+ x0) < 7 Ok =2+ 2x) <o (1/k +2D)

Dai, como k € N, quando k — +oo, tem-se que %—> 0. Além disso
(1/k + 21 - 2L também quando k — +oo, 0 que torna a expressao (1/k + 21)
limitada. Portanto, o produto %(1/1{, +20) » 0, quando k — +oo. LOgo,

Al = l2.
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As atividades

A seguir, sdo descritas duas atividades realizadas com os
alunos da turma 4TIV1 do Curso Técnico em Informatica do Centro
Territorial de Educacgao Profissional do Litoral Norte e Agreste Baiano
— CETEP/LNAB do municipio de Alagoinhas, Bahia, no periodo de
04/08/2014 a 15/12/2014 com encontros semanais cuja duracao era
de 100 minutos. Tais atividades foram de grande importancia para
0 ensino de area de figuras planas. Antes de se trabalhar com as
demonstragbes das foérmulas para o calculo de areas das figuras
planas elementares tais como o triangulo, o retangulo, o quadrado,
0 paralelogramo e o trapézio, verificou-se que seria necessaria a
construcado geomeétrica das figuras em epigrafe. Trabalhando nesse
viés foi possivel verificar as propriedades e caracteristicas inerentes
a cada figura.

Em particular, serdo apresentadas algumas dessas construcoes
com seus respectivos procedimentos.

Atividade: Construir um quadrado de lado 3 cm.

Procedimentos:

1. Marca-se o segmento AB = 3 cm.

2. Em A, traca-se a reta b perpendicular a AB.

3. Centro do compasso em A com abertura igual a AB traga-se o arco
que interceptou b no ponto F.

4. Centro do compasso em B e abertura AB traga-se um arco.

5. Centro do compasso em F e abertura FA traca-se um arco de modo
que interceptou o arco anteriormente tragado no ponto G.

6. Liga-se o ponto F ao ponto G e seguidamente G a B, obtendo-se o
quadrado ABGF de lado 3 cm, conforme se vé na Figura 4.
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Figura 4 - Quadrado de lado 3 cm.

Fonte: Elaborada pela autora.

Atividade: Sejam A uma circunferéncia de centro 0 e A € A um ponto
qualquer. Tragar uma reta tangente a A no ponto A.

1. Traca-se o raio OA prolongando-o externamente a circunferéncia.

2. Centro em A e abertura do compasso menor que o raio 0OA traca-se
um arco de circunferéncia obtendo-se os pontos B e C.

3. Encontra-se a mediatriz de BC.

4. DE é a reta pedida, como pode ser vista na Figura 5.

Figura 5 - Reta tangente a circunferéncia.

Fonte: Souza (2015, p. 60)
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Apds 0 manuseio com a régua e 0 compasso para a construcao
de figuras geométricas, percebeu-se que o0s alunos tornaram-se mais
cuidadosos e preparados para o entendimento de como deduzir e
calcular a area de algumas figuras planas elementares, uma vez que
0s mesmos ja tinham conhecimento das propriedades inerentes as
figuras trabalhadas durante as construcoes geomeétricas das mesmas.

A experiéncia

Antes de tudo € importante salientar o quanto essa experiéncia
proporcionou um resultado exitoso. O trabalho foi realizado com
todos os discentes da turma 4TIV1 do Curso de Informatica do
Centro Territorial de Educagao Profissional do Litoral Norte e Agreste
Baiano- CETEP/LNAB.

A turma em epigrafe nao representava um exemplo de turma
dindmica e erauma grande preocupagao paratorna-lamais movimentada,
que os alunos fossem mais participativos, pois bem se sabia que naquela
turma havia alunos com grande potencial em Matematica.

Para iniciar o trabalho efetuou-se um Teste de Sondagem a
respeito do conhecimento que eles tinham sobre as definicbes das
figuras planas elementares que seriam trabalhadas.

Por tratar-se de figuras planas percebeu-se a necessidade que
se tinha de saber se eles possuiam a ideia do que era uma figura
plana. Assim, a primeira aula consistiu em fazer a identificacao entre
algumas figuras e objetos trazidos por eles para definir o que era uma
figura plana.

As aulas seguintes foram desenvolvidas efetuando as
construgdes geomeétricas de figuras planas a exemplo do quadrado,
do retangulo, do paralelogramo, entre outras. Vale ressaltar que
nao houve grandes dificuldades para o manuseio do compasso
e da régua. Percebeu-se, na verdade, que os discentes tiveram a
oportunidade de desenvolver a habilidade de construir figuras com
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0 uso dos instrumentos supracitados, o que tornou as aulas mais
motivadas e dinAmicas como desejado.

As construcbes propiciaram a verificacdo das definicdes
e propriedades inerentes as figuras as quais estavam sendo
construidas. As argumentagdbes eram efetivadas conforme a
formalidade matematica, pois a elegancia do saber matematico se
expressa atraves de sua escrita e oralidade.

Imbuidos dos conhecimentos adquiridos por meio das
construgdes geométricas das figuras planas trabalhadas, a proposta
foi definir area de uma figura plana, demonstrar as expressdes das
areas para os calculos dessas figuras e efetivar suas aplicacoes nos
exercicios selecionados para verificagdo desses conhecimentos.

Foi notdria a importancia dessa sequéncia didatica uma vez
que durante a resolugao dos exercicios os alunos fizeram conjecturas
acerca dos conhecimentos desde as construgdes geomeétricas
quanto as demonstracdes das formulas para o calculo das areas,
possibilitando assim uma significagao ao trabalho efetuado.

Apds as demonstracdes das formulas para o calculo das areas
das figuras procurou-se usar uma metodologia diferente daquela
que é normalmente utilizada. Ao invés de fazer um exercicio a cada
deducao deu-se preferéncia em deduzir todas as formulas para depois
entao verificar durante a resolugao dos problemas o discernimento
dos alunos em reconhecer as propriedades das figuras, bem como
a linha de raciocinio tomada por eles. Isso porque os discentes
argumentaram que quando se deparavam com problemas relativos
ao calculo de area de figuras planas comumente eles nao se
achavam aptos para resolvé-los por nao saberem quais as formulas
que iriam utilizar e por verificarem que nao se trata de calculos de
figuras isoladas — 0s mesmos possuiam um conhecimento muito
precario para resolver problemas mais elaborados. Pensando nesse
viés procurou-se trabalhar em torno de problemas interessantes
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e gue serviriam de embasamento para a vida deles. Desse modo
priorizaram-se alguns exercicios de Olimpiadas Matematicas por
se tratar de um projeto em ambito nacional que funciona como um
atrativo no ensino de Matematica.

ApOs a aplicacdo dos dois questionarios percebeu-se um
maior entusiasmo nas aulas de Matematica, os alunos tornaram-se
mais questionadores e viu-se uma melhoria na oralidade e escrita
matematicas.

Pode-se expressar com firmeza que a experiéncia foi de muito
sucesso uma vez que os objetivos foram alcancados. Como resultado
desse trabalho criou-se na Unidade Escolar da aplicagdo desse
projeto um grupo de estudos que reune interessados pelo saber
matematico. Esse grupo ficou bastante motivado pela resolucao
de exercicios, os quais eram todos de Olimpiadas Matematicas,
pois segundo um deles: “Agora eu tenho condicoes de resolver os
exercicios que apareciam na prova das Olimpiadas de Matematica
da segunda fase...".

Conclusao

Ao longo do percurso pedagdgico no ensino de Matematica,
puderam-se constatar as dificuldades apresentadas por alunos de
ensino meédio em desenvolver o pensamento geométrico. Com base
nesta constatacao, elaborou-se um projeto que serviu de inspiracao
para esse capitulo, que teve como principal objetivo analisar se o uso
do Desenho Geomeétrico contribui no processo de aprendizagem de
Geometria no Ensino Médio e em particular, no ensino de area de
figuras planas.

Acredita-se que o trabalho com o Desenho Geomeétrico contribui
no desenvolvimento das habilidades de raciocinar e organizar dados
matematicos, visto que os alunos estabeleceram relacoes entre as
etapas seguidas nas construcoes e as propriedades das figuras,



Inovagbes educacionais em matematica no Recéncavo 43

que os levaram ao entendimento das demonstragdes das formulas
necessarias para o calculo de suas areas. Aprenderam a reconhecer
uma figura geométrica plana pelas suas propriedades e a relacionar
propriedades entre figuras. O trabalho também permitiu desenvolver
a iniciativa e a autonomia.

Pode-se afirmar que a experiéncia aqui relatada no trabalho em
epigrafe € muito valida, pois se encontrou no Desenho Geométrico
uma boa ferramenta de aprendizagem para o ensino de Geometria. A
sua aplicacao é viavel, pois exige um material de baixo custo, régua
€ compasso, que pode ser incluido nas listas de materiais escolares e
pode ser realizado durante as aulas de Matematica no que tange aos
conteudos de Geometria nas escolas de Ensino Médio.

Vé-se esta pesquisa como uma alternativa, para os professores
de Matematica trabalharem com o Desenho Geométrico em suas
praticas de ensino, porque permite um ensino de Geometria que
traz resultados significativos, diferente de um ensino centrado na
aplicacao de férmulas em figuras prontas.

Acredita-se que esta forma de trabalho propicia ao discente e ao
docente experiéncia diferenciada porque possibilita uma participacao
ativa na construcao de conceitos geométricos.
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GeoGebra e isometrias do plano

Luciano de Souza Cerqueira
Renato dos Santos Diniz

Introducao

Este capitulo busca se inserir no debate sobre uso do laboratério
de informatica nas aulas de Matematica, considerando-se 0 uso
do software GeoGebra como recurso metodoldgico nas aulas de
Matematica para introducao de isometrias do plano, dando destaque
as isometrias de figuras planas.

Enxergamos o0s recursos tecnoldogicos como aliados aos
professores no processo de ensino-aprendizagem de matematica,
em especial e destacadamente, o software GeoGebra. Faz parte
da formacao do professor ter concepcoes e competéncias que irdao
definir o uso das tecnologias para ensino da Matematica (DINIZ;
LINS, 2010).

Destacamos que nos ultimos anos tivemos varios avancos
e descobertas no desenvolvimento de softwares e recursos
tecnoldgicos, assim como, sua insercao nas aulas e praticas
docentes; como nos mostra os Parametros Curriculares Nacionais
(PCNSs) por intermédio do reconhecimento das diferentes aplicagdes
de recursos tecnoldgicos, por exemplo, a informatica, nas situagdes
de aprendizagem e consideracao de como ela vem sendo incorporada
nas praticas sociais (BRASIL, 1998).

Além de dinamico e pratico, o software GeoGebra é gratuito,
tornando-o de facil acesso a toda comunidade. Exploramos e
destacamos algumas fungdes e recursos desse, que estao diretamente
ligadas ao estudo de isometrias (do plano), a saber: “rotacao em
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torno de um ponto por um angulo”, “reflexao em relagdo a uma reta”,
“translacao por um vetor dado” e “reflexao com deslocamento”.

Sociedade e tecnologias

No mundo contemporaneo a velocidade do desenvolvimento
tecnoldgico nos impressiona. O uso de computadores, softwares,
smartphones, TV e outras midias digitais, que se constituem como
tecnologias de informacao e comunicacao, tem sido muito frequente
no dia-a-dia.

Na Educacdo, em especial, cada vez mais temos a certeza
de que os recursos tecnoldgicos devem fazer parte do processo de
ensino e aprendizagem, no qual o professor € um dos atores.

Além disso, o uso das tecnologias nas aulas desperta a
curiosidade e motivam os alunos na busca pelo conhecimento. De fato:

O professor tem um importante papel como agen-
te promotor do processo de aprendizagem do alu-
no, que constroi o conhecimento num ambiente
que o desafia e o motivam para a exploracao, a
reflexdo, a depuracao de ideias e a descoberta de
novos conceitos (ALMEIDA, 1996, p. 162).

Dessa forma, € importante que o professor se aperfeicoe
nessas novas tecnologias para o avanco dos processos de ensino e
aprendizagem, gerando um conhecimento significativo para o aluno
(OLIVEIRA; JUSTO, 2015).

Nao restam duvidas de que sdo muitas opcdes de acesso as
tecnologias ao homem na sociedade e, portanto, torna-se necessario
ao homem aprender a utilizar essas variadas formas de recursos
tecnoldgicos de forma produtiva e eficaz em seu meio.

TICs na educacao

A multiplicidade de tecnologias de informacdo e comunicacao
(TICs) requer dos professores, em formacao e em exercicio, a
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producao de significados e criacdo de estratégias educacionais na
sua utilizagdo em sala de aula.

Um dos objetivos do Ensino Fundamental na Educagao Basica é
saber utilizar diferentes fontes de informacao e recursos tecnoldgicos
para adquirir e construir conhecimentos (BRASIL, 1998). Essas
informagdes, através dos conteudos e do seu cotidiano, devem
ocorrer em sintonia com a utilizacdo desses recursos tecnolégicos.
E, portanto, é necessaria essa harmonia no ensino da matematica.

Segundo Takahashi (2000, p. 20), citado por Diniz e Lins (2010,
p. 2) a preocupacao social com a educacao nao pode e nem deve ser
apenas treinamento:

[...] das pessoas para o uso das tecnologias de
informagao e comunicacgao: trata-se de investir na
criagcao de competéncias suficientemente amplas
que lhes permitam ter uma atuagao efetiva na
producao de bens e servigos, tomar decisdes fun-
damentadas no conhecimento. Trata-se também
de formar individuos para “aprender a aprender”,
de modo a serem capazes de lidar positivamen-
te com a continua e acelerada transformacao da
base tecnoldgica.

Os pressupostos tedricos acima, assim como o mundo que
nos cerca, sugerem a utilizacado das tecnologias como ferramenta
pedagogica, em especial, nas aulas de matematica.

Nesse contexto, o uso de softwares educacionais tem se
tornado uma tendéncia, em particular nas aulas de matematica, entre
eles destacamos o GeoGebra.

GeoGebra e matematica

No momento em que o acesso a informacao € cada mais
presente, torna-se necessario ao docente a integracido de novas
ferramentas a sua pratica pedagdgica. Dentre essas ferramentas,
estao os softwares.
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O software GeoGebra foi criado por Markus Hohenwarter em
2001 e é totalmente gratuito. A sua utilizacdo se da em todos os
niveis, desde a educagao basica ao ensino superior, nao so devido ao
facil manuseio, mas como também torna as aulas mais dinamicas e
desperta o interesse dos discentes, como aponta Cerqueira (2016). O
GeoGebra esta dividido em duas dimensodes, onde se interagem por
representacao geomeétrica e algebra, e possui diversas ferramentas
que auxiliam nas construcdes de graficos, equacoes e coordenadas
(GOMES; OLIVEIRA; QUEIROZ, 2013). O link para download do
software GeoGebra é http://www.geogebra.org/about.

Uma proposta para utilizacdo do GeoGebra como uma
ferramenta de apoio nas aulas de matematica, em especial nas
aulas de Geometria, é trabalhar as nocdes primitivas de Geometria
(por exemplo: ponto, reta) abordados nas séries iniciais do
ensino fundamental, assim como construcbes de outros objetos
matematicos a partir dessas nocdes primitivas, tais como angulo,
poligono, circunferéncia, circulo, entre outros. De acordo com as
suas competéncias é que o docente escolhera o software que melhor
desempenha sua fungao para alcangar seus objetivos, como enfatiza
Brasil (1998, p. 124):

Quanto aos softwares educacionais é fundamen-
tal que o professor aprenda a escolhé-los em fun-
cao dos objetivos que pretende atingir e de sua
propria concepcao de conhecimento e de apren-
dizagem, distinguindo os que se prestam mais a
um trabalho dirigido para testar conhecimentos
dos que procuram levar o aluno a interagir com o
programa de forma a construir conhecimento.

Assim, ao optar pelo software, o fizemos tendo em vista que
sao varias as utilizacoes do GeoGebra nas subareas da Matematica,
além da Geometria, temos Algebra, Funcdes, Estatistica e Calculo.

Nesse sentido, Macédo et al. (2017, p. 3), destaca essa
articulacao:
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[...] a Matematica € uma construgao de grande im-
portancia, no qual tem um desempenho decisivo,
pois permite resolver problemas do dia a dia. E
muito aplicada no mundo do trabalho e é essen-
cial para a construgcdo de conhecimentos, entre
outras areas curriculares.

Neste capitulo, como caso especifico, nos atemos na utilizagao
do software GeoGebra, nas aulas de Geometria Plana, em particular
nas isometrias no plano.

Dessa forma é esperado que nas aulas de Matematica, do
sexto ao nono ano do Ensino Fundamental, da Educacido Basica
possamos oferecer, além do conteudo: Isometrias no Plano, uma
ferramenta tecnoldgica, o software GeoGebra, capaz de unir teoria a

pratica, como pressupoe os PCNs.

Isometria no ensino

Muita gente imagina a Matematica como a disciplina que lida
integralmente com ndmeros, enxergando-a somente como aritmeética
ou algébrica, o que nao € verdade. Este fato, também pode ser
atribuido ao abandono, por parte de alguns docentes, ao protelar ou
relegar o ensino da geometria para o fim do ano letivo, como nos diz
Lobo e Bayer (2004, p. 21):

Esse resgate da Geometria acontece devido a
pesquisas realizadas a respeito do ensino de
Geometria, dos questionamentos em relacao ao
abandono desse ramo da Matematica. Os PCNs
demonstram uma real preocupacao com 0 ensino
de Geometria neste nivel.

Os conceitos geomeétricos constituem parte importante do
curriculo de Matematica no ensino fundamental, pois por meio deles,
o aluno desenvolve um tipo especial de pensamento que lhe permite
compreender, descrever e representar, de forma organizada, o
mundo em que vive (BRASIL, 1998).
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Partindo dos pressupostos geométricos basicos, trabalhados
no ensino fundamental, entre eles: ideia intuitiva de ponto, reta e
plano; segmento de reta e semirreta; ponto médio e ponto simétrico;
0s poligonos; congruéncia e semelhanca de triangulos, notamos que
€ possivel avancar, mostrando, inicialmente, através das simetrias,
a relacado dos conteudos com o mundo que nos cerca, fazendo da
Geometria Plana uma ferramenta poderosa no desenvolvimento do
ensino da Matematica.

Dessa forma, o estudo de isometrias, conteudo especifico é
parte integrante do ensino da Geometria na educacao basica, tem
despertado o interesse de docentes e discentes, considerando que
poderia ser mais explorada no Ensino Fundamental, como nos mostra
Lobo e Bayer (2004, p. 21)

A preocupagao em se resgatar a Geometria como
uma das areas fundamentais da Matematica tem
levado muitos professores e pesquisadores apoia-
dos em teorias cognitivistas a se dedicarem a re-
flexao e a elaboragao, implementacao e avaliagao
de alternativas, que busquem superar as dificul-
dades nao raro encontradas na abordagem desse
tema, no Ensino Fundamental ou em niveis supe-
riores de ensino.

Isometria € uma palavra de origem grega, na qual representa
umatransformacao geométrica que, aplicada a umafigura geométrica,
mantém as distancias entre os pontos da figura dada inicialmente.
Quanto a classificacao, existem exatamente quatro tipos de isometrias
do plano: rotacdes, translagdes, reflexdes e reflexdes deslizantes,
como afirma Lages (1996, p. 25). A translacao, caracterizada por um
vetor que define, ao mesmo tempo, a dire¢ao, o sentido e o quanto
sera deslocado; A rotacido, que acontece quando todos os pontos do
plano se movimenta girando a mesma medida do angulo em torno
de um ponto que se designa como ponto central; A reflexdo pode
acontecer com relagao um ponto ou uma reta, assim, reflexao € uma
transformacao do plano que para todo ponto P do plano, existe um
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ponto P’ associado, tal que a reta r da reflexdo passe pela mediatriz
do segmento [PP’]; A reflexdao deslizantes & a composigao de uma
reflexao com uma translacao.

Para justificar o estudo de isometrias no ensino basico
destacamos algumas afirmacoes de Ripplinger (2006, p. 25-26):

= Uma razao Matematica: a busca da regularidade, os
padroes que se repetem a esséncia do conhecimento
matematico;

= Faz-se presente em outras areas do conhecimento
como Biologia, Arqueologia, Artes, Fisica, estabelecendo
inter-relacdes dessas areas com a Matematica;

= Dentro da prdpria disciplina, existem conexdes entre
os conteudos e poderiamos citar muitos exemplos, um
deles nas retas numeradas, 0s humeros inteiros;

»E uma das partes da Geometria, onde o belo,
a harmonia na Matematica pode ser facilmente
trabalhada;

Diante do exposto, notamos essa possibilidade de trabalhar
Isometrias, nas séries finais do Ensino Fundamental, com o auxilio
do software GeoGebra, como veremos na proxima secao.

Isometrias e GeoGebra

O GeoGebra oferece algumas ferramentas basicas que estao
diretamente relacionadas com nocdes primitivas da geometria e
conceitos basicos como, por exemplo, ponto, segmento definido por
dois pontos, segmento com dado comprimento a partir de um ponto,
reta definida por dois pontos, vetor definido por dois pontos, poligono,
poligono regular, rotacdo em torno de um ponto, reflexdo com relacao
a uma reta e translacdo de um vetor.
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Destacamos a seguir algumas ferramentas do GeoGebra que
auxiliam no desenvolvimento do conceito de isometrias no plano.

(1) Translacéo

As Figuras 1 e 2 apresentam a ferramenta, cuja funcao consiste
em obter de uma dada uma imagem na qual a figura original dada fica
deslocada na medida dada, a qual pode ser representada por um
vetor.

Figura 1l

Fonte: Print Screen do software GeoGebra no sistema operacional Windows.

Figura 2
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Fonte: Print Screen do software GeoGebra no sistema operacional Windows

(2) Rotacdao
As Figuras 3 e 4 apresentam a ferramenta que por meio de um
giro em torno de um determinado ponto fixo, chamado de centro de
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rotacdo, obtemos a imagem do objeto rotacionada em torno de um
ponto.

Figura 3

Fonte: Print Screen do software GeoGebra no sistema operacional Windows

Figura 4
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Fonte: Print Screen do software GeoGebra no sistema operacional Windows

(3) Reflexdo

No GeoGebra podemos obter imagens refletidas utilizando as
ferramentas: reflexdo em relacdo a uma reta ou reflexao em relagao
a um ponto. Nas Figuras 5 e 6 é apresentado o icone cuja fungao é
a reflexdo em relacdo a uma reta. Tal agao faz lembrar o espelho,
refletindo a imagem inicialmente desenhada.
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Figura 5
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Fonte: Print Screen do software GeoGebra no sistema operacional Windows

Figura 6
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Fonte: Print Screen do software GeoGebra no sistema operacional Windows.

Muitas outras fungdes do GeoGebra estdao relacionadas
as isometrias do plano, a titulo de exemplo, os comandos:
Sequéncia[<Expressao>, <Variavel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>],
Girar [<Objeto>, <Angulo>, <Ponto>], entre outros, como mostra
Cerqueira (2016).
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Modelos de atividades

Cada vez mais o uso de ferramentas tecnolégicas se faz
necessario, em especial na escola, mudangas significativas na
aprendizagem dos nossos alunos vém acontecendo cada vez
mais rapida. E possivel verificar as dificuldades dos alunos na
compreensao de conceitos geométricos, sobretudo no que se refere
as transformacoes geomeétricas (CONA, 2017).

No estudo de Geometria, Brasil (1998, p. 51) enfatiza que:

Deve destacar-se também nesse trabalho a im-
portancia das transformagdes geométricas (iso-
metrias, homotetias), de modo que permita o
desenvolvimento de habilidades de percepcao
espacial e como recurso para induzir de forma ex-
perimental a descoberta, por exemplo, das condi-
¢oes para que duas figuras sejam congruentes ou
semelhantes.

Nesse sentido, entende-se que 0s recursos tecnoldgicos
somados aos didaticos-pedagogicos sao capazes de auxiliar
acles docentes, que proporcionam uma melhor compreensao do
pensamento matematico por parte dos seus alunos, seja na deducao,
visualizagao, criacdo e/ou abstragcdo de conceitos da matematica

(CERQUEIRA, 2018).

Discussao dos resultados

Este capitulo trata-se de um recorte da dissertacdo —
“Isometrias no Plano: Uma proposta de atividade para educacao
basica com uso do GeoGebra” — escrita pelo discente Luciano de
Souza Cerqueira, ex-aluno do Profmat (Mestrado Profissional em
Matematica), sob orientacao do professor Renato Diniz, docente do
Centro de Formacao de Professores, da Universidade Federal do
Recbncavo da Bahia. Com finalidade de auxiliar os (as) professores
(as) de Matematica resumimos a seguir quatro atividades propostas
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por Cerqueira (2016), trazemos como modelos e, recomendamos
para detalhes de desenvolvimento, metodologia e execugao, ver in
loco Cergueira (2016), da pagina 41 a 48. Essas atividades estao
focadas no ensino e na aprendizagem de Geometria, em particular
na abordagem das isometrias no plano.

Todas as atividades sdo destinadas ao oitavo e nono ano
do ensino fundamental, sugeridas para serem desenvolvidas no
laboratorio de informatica, com tempo de duracao de 1 h 40 min,
isto é, duas aulas de 50 minutos, direcionadas e organizadas em
sequéncias didaticas.

Resumo da Atividade 1

Na Atividade 1: “Construcao de um poligono utilizando a
ferramentatranslagao”, o autor explora e desenvolve nogoes primitivas
(ponto, reta), conceitos e a construgdo de objetos matematicos
(segmento de reta, vértice, arestas, poligonos, area e perimetro
de figuras planas). A partir execucao de ferramentas do GeoGebra
como, por exemplo, as relacionadas a translagao de figuras planas,
o autor vai explorando as propriedades das figuras que se mantém
inalteradas, induzindo ao participante percepcdes matematicas, de
acordo com seu objetivo.

Resumo da Atividade 2

Na Atividade 2: “Construcao de um triangulo conhecendo-se um
lado e dois angulos utilizando a ferramenta rotacao”, os alunos sao
levados a construcdo de um triangulo, conhecendo-se um dos lados
e dois angulos. O autor destaca, dentre outras coisas, as relacoes do
objeto rotacionado, o centro de rotacido e o angulo de giro, induzindo
que os participantes percebam que, por exemplo, ao girar o triangulo
construido o mesmo nao sofre deformacodes, ou seja, mantendo suas
propriedades iniciais invariantes por essa acao.
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Resumo da Atividade 3

Na Atividade 3: “Construcdo de um triangulo utilizando a
reflexdao de um ponto em relacdo a uma reta”, o autor aplica a
ferramenta relacionada a reflexao, estudando e explorando conceitos
relacionados a mediatriz, ponto médio de um segmento, linguagem de
conjuntos. Chamamos atencao ao seguinte fato, a atividade, mesmo
que destinada a geometria, acaba trabalhando outros conceitos fora
do conteudo proposto.

Resumo da Atividade 4

Na Atividade 4: “Reflexao com deslizamento”, o autor destaca
que esta isometria em sua composicao € composta por duas outras
isometrias, sao elas: a reflexdao e a translagao. Correlaciona esta
atividade com a primeira, trazendo a ideia de movimentos rigidos
proprios e improprios € os relacionando.

Conclusao

Aexposicao da discussao feita neste trabalho nao consideramos
como encerrada. As pesquisas em matematica que envolvem a
criacdo, aplicacdo e analise dos resultados obtidos em sequéncias
didaticas, realizadas e propostas para as aulas de matematica,
sao oportunidades de apresentar experiéncias, possibilidades aos
docentes que estdo diretamente relacionados com a sala de aula.
Neste capitulo, buscamos mostrar uma opgao para o ensino do
conteudo de isometrias do plano no oitavo € nono ano do ensino
fundamental, onde foi possivel planejar atividades que pudessem
envolver os alunos e o laboratdrio de informatica, com uma proposta
de aprendizagem significativa de conceitos matematicos.

A aplicabilidade do software GeoGebra no processo de ensino
e aprendizagem nas aulas de isometrias do plano, através de suas
funcbes e ferramentas, sdo capazes de demonstrar a eficacia nos



58 Julianna Pinele, Katia Rocha e Sanzia Alves (Orgs.)

resultados, os quais se encontram diretamente relacionados ao
conteudo proposto. Reconhecemos através das leituras realizadas,
que alguns fatores podem influenciar e contribuir para a ndo realizacao
das atividades, por exemplo, dificuldades de acesso a internet e
computadores, professores com pouca ou nenhuma familiaridade
com as Tecnologias.

Sugerimos aos colegas docentes, que através da leitura deste
capitulo, considere a possibilidade de inserir em suas aulas de geometria,
especificamente, no estudo de isometrias do plano, o uso do software
GeoGebra e, assim, obter mais uma forma de explorar o uso do laboratério
de informatica nas aulas de matematica.

“E necessaria a utilizacdo de novos recursos para 0 ensino e
aprendizagem” (DINIZ; LINS, 2010, p. 8). Portanto, usar tecnologia digital
desenvolver atividades com propostas interdisciplinares, ocasionalmente
pode exigir mais tempo no planejamento do professor, entretanto os
resultados sdo os melhores possiveis.
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Proposta metodolagica partindo de
construcoes geomeétricas

Jodo da Cruz Almeida
Erikson Alexandre Fonseca dos Santos

Introducao

A analise do atual ensino de Geometria, permite a percepcao
de gque muitas vezes o ensino dos conceitos e das propriedades
geométricas acontece de forma desassociada das construcoes;
outras vezes quando sdo abordadas as construgdes nao ha um
aprofundamento nos conceitos, o que faz o ensino destas ser mais
“desenhos” meramente do que instrumentos para visualizacao de
propriedades. Raras vezes percebemos um entrosamento entre as
construcdes, conceitos e propriedades.

Neste sentido € extremamente necessaria a oferta de subsidios
para que professores possam contar com material de pesquisa para
elaboragido de aulas, visando o desenvolvimento de atividades que
enfoquem as construcdes geomeétricas como meio de despertar no
aluno o gosto pela Geometria e aptidao para realizagcao das mesmas.
Pensando nisto foi elaborada uma proposta metodoldgica que aborde
nao somente o0s conceitos e as construcbes fundamentais, mas
também apresente atividades mais elaboradas, que permita avancar,
ir além daquilo que os livros didaticos do Ensino Médio oferecem, ja
que a literatura em Matematica neste nivel abordando construcdes
geomeétricas ainda € escassa.

Na atual conjuntura da realidade educacional percebe-se
que o ensino de Geometria no nivel médio quase sempre é focado
no abstrato. Assim, € apresentada uma proposta de trabalho que
facilite a aprendizagem das construcdes e, consequentemente, dos
conteudos geomeétricos. Através dela ndo se pretende esgotar as
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possibilidades de se trabalhar com construcbes geomeétricas, mas
sim de disponibilizar um importante aporte para a elaboragdo de
aulas que visem despertar no estudante o gosto pela Geometria e,
mais especificamente, pelas construgdes geomeétricas.

De forma geral apresenta-se uma proposta metodolégica para
0 ensino de construgdes geomeétricas usando régua e compasso,
servindo de subsidio para professores do Ensino Médio na elaboracao
de aulas de Geometria. Esta proposta foi aplicada em uma turma do
3° ano de Ensino Médio e a partir dai analisou-se se as estratégias
utilizadas apresentaram resultados satisfatorios garantindo a
aprendizagem.

Especificamente, pretende-se incentivar discussoes a respeito
do tema abordado e, com isso, analisar o atual ensino de Geometria.
Ademais, motivar o desenvolvimento de projetos similares de modo
que venham a surgir outros trabalhos e que novos rumos possam ser
vislumbrados. E inten¢do ainda propiciar que a aprendizagem dos
conceitos geometricos aconteca de maneira eficaz, atraveés de aulas
que associem construgdes geomeétricas, conceitos e propriedades.
Nao obstante, objetiva-se aprimorar o raciocinio l6gico do estudante
auxiliando-o na maneira de pensar e agir ante a situagdes propostas,
no desenvolvimento de sua autonomia e na busca por solugdes nos
acontecimentos do seu cotidiano.

Contextualizagcao do ensino de geometria

Para melhor compreensao da situacdo atual do ensino de
Geometria nas escolas publicas brasileiras faz-se necessario uma
analise desde o inicio do século XX, momento em que a educacao
brasileira comegou a ser organizada de maneira mais criteriosa
considerando a sua gratuidade e o0 acesso, até a presente data.

Até a década de 20 o ensino de Matematica nos cursos
secundarios era realizado de forma fragmentada nos ramos de Algebra,
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Aritmética e Geometrial. Para Dassie e Rocha (2003) a criacdo da
disciplina Matematica ocorre no final dessa década, inicialmente por
proposta de Euclides Roxo? apenas para o Colégio Pedro Il e, em
seguida, com a Reforma Francisco Campos, ocorrida em 1931, tal
mudanca é estendida para todos os colégios de Nivel secundario. Além
da juncao dos conteudos de Aritmética, Algebra e Geometria, a reforma
também propunha o emprego de um meétodo heuristico, segundo o
qual “o ensino se fara, assim, pela solicitagao constante da atividade do
aluno (método heuristico), de quem se procurara fazer um descobridor
€ nao um receptor passivo de conhecimentos” (ROCHA, 2001, p. 210).
A juncao dos trés ramos da Matematica citados acima em um unico
componente contribuiu no sentido de que todo aluno de escola publica
teria acesso ao conhecimento inerente a tal componente.

Outro destaque da Reforma Francisco Campos foi o Decreto
n° 19.890 de 18 de abril de 1931, que inseriu a disciplina Desenho
Geomeétrico nas cinco séries do Curso Fundamental durando até
1971, quando da promulgacao da Lei 5.692. Destaca-se também, no
sentido de oferecer educacgao a todos, a Constituicdo de 1934.

Entre os anos de 1942 a 1946 foi publicada uma série de leis,
que compunham a Reforma Capanema. Segundo Gaspar (2014)
a disciplina de Desenho Geométrico foi organizada considerando
nao so os conteudos, como também a metodologia. Desta forma a
referida disciplina foi elevada a uma posicao privilegiada, pois além
de coloca-la presente em todas as séries, também incentivava as
construgdes geometricas com o uso de instrumentos.

Na década de 50 temos dois acontecimentos importantissimos
para o ensino de Desenho Geomeétrico: primeiro a Portaria Ministerial
n° 966 de 2 de outubro de 1951, que enfatiza o ensino de Desenho
Geomeétrico como fundamental para o ensino de Matematica; segundo,
o0 Movimento da Matematica Moderna (MMM) que foi desencadeado

1 -As aulas de Geometria também incluiam conteudos de Trigonometria.
2 - Euclides Roxo (1890-1950) foi diretor do externato do Colégio Pedro |I.
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a partir do Primeiro Congresso Brasileiro de Ensino de Matematica
no Curso Secundario, em 1955.

O MMM foi um dos grandes responsaveis por significativas
mudancas no ensino de Matematica, entre as quais destaca-se a
reducao ou exclusao do ensino de Geometria nas escolas de ensino
basico; os livros didaticos de Matematica passam a abordar os
conteudos de forma mais restrita sem demonstragées. Costa (1982)
afirma que essa “inferioridade” da Geometria ja era apresentada nos
livros didaticos antes da década de 50, sendo agravada pelo MMM
principalmente nas escolas publicas.

Para Gomes (2007) o MMM fez com que houvesse uma
excessiva énfase ao ensino da Algebra, colocando os outros campos
da Matematica, como a Geometria por exemplo, em segundo plano.
Outro fato que contribuiu significativamente para a quase exclusao
do ensino de Desenho Geométrico das escolas publicas no Brasil foi
a promulgacao da Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional
(LDB) de 1961 que estabeleceu em seu artigo 452:

Art. 45. No ciclo ginasial serdo ministradas nove
disciplinas.

Paragrafo unico. Além das praticas educativas,
nao poderdao ser ministradas menos de 5 nem
mais de 7 disciplinas em cada série, das quais
uma ou duas devem ser optativas e de livre es-
colha do estabelecimento para cada curso. (LDB
4.024, 1961 artigo 45, § Unico).

Em 1971, com a reformulacdo da LDB (Lei n° 5692, de 11
de agosto de 1971), criou-se um nucleo comum com disciplinas
obrigatdrias e outro nucleo com disciplinas facultativas chamado de
parte diversificada. Assim, o Desenho Geomeétrico saiu do curriculo
das escolas que passaram a ter na parte diversificada Educacao
Artistica em todas as séries, o que ocasionou o fim das construcoes
geomeétricas em muitas escolas.

3 - Revogado pela lei no 5.692 de 1971.
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No final do século XX, comegam a surgir acoes positivas
que auxiliam no resgate do ensino das construcbes nos Ensinos
Fundamental e Médio. Com destague para o langamento dos
Parametros Curriculares Nacionais (PCN), em 1997. Em 1998, sdo
publicados os PCNs de Matematica para o 3° e 4° ciclos do Ensino
Fundamental, que propdem retomar o uso de régua e compasso nas
construgoes.

O ensino de Geometria ndo deve ser baseado apenas em
aulas expositivas com a apresentacdo de conceitos e propriedades
sem a manipulagdo, sem a construcao de figuras que permitam
ao educando a visualizacdo daquilo que esta sendo abordado. A
aquisicao de regras por parte do aluno sem associacao, sem uma
aplicacao pratica, nao permitira a escola o alcance de seus objetivos.
E necessario que as propostas metodoldgicas se baseiem na
manipulagao e na construcao, porém infelizmente as escolas em sua
maioria ainda nao fazem isso:

[...] o que temos percebido € que, na maioria das
escolas, o ensino se baseia muito mais na mani-
pulagao sintatica de simbolos e regras do que no
significado dos mesmos. Muitos alunos cometem
varios erros por nao conseguirem compreender a
Iégica do raciocinio ou, ainda, por ndo consegui-
rem manipular os simbolos com determinadas re-

gras (MORELATTI; SOUZA, 20086, p. 1).
As construcbes geométricas sao instrumentos essenciais para
o aprendizado de Geometria e de outros campos da Matematica. Dai
a necessidade de propostas de trabalho que visem oferecer subsidios
de qualidade, e no nivel acessivel para os estudantes do Ensino
Médio; que permitam ao professor da Educagao Basica elaborar e
ministrar aulas propiciando ao aluno a aquisicao de conhecimentos
fundamentais neste campo. Ressaltando que o objetivo ndo é so

aprender os conteudos abordados, que por si so ja era o suficiente,
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mas também que esta metodologia contribua para adquirir outros
conhecimentos no campo da Matematica.

Aspectos metodoldgicos

Na pratica pedagogica em escola publica presencia-se situacoes
que revelam o pouco ou nenhum conhecimento de alunos do Ensino
Médio, e até mesmo de concluintes, a respeito das construcoes
geomeétricas. Este fato foi uma das principais motivagdoes para a
realizagao deste trabalho. Assim, surgiu a preocupagao em elaborar
um material para ser usado nas aulas de Geometria que propiciasse
a aquisicao de habilidades para as construcoes.

Desta forma, esta pesquisa € baseada na aplicagdo de um
projeto que consiste numa abordagem de construgcdes geomeétricas
simples e outras mais elaboradas, usando régua e compasso.
Apresenta uma metodologia diferente daguela comumente usada nas
aulas de Geometria, baseada na aplicacdo de construcoes, onde o
aluno possa ir adquirindo autonomia para elaborar os passos € assim
propiciar formas de conduzi-lo a uma aprendizagem significativa.

Esta € uma pesquisa exploratoéria, pois “[...]tem como objetivo
proporcionar mais familiaridade com o problema, com vistas a
torna-lo mais explicito ou a construir hipotese.” (GIL, 2002, p. 41).
Considerando que reune aspectos qualitativos e quantitativos na
coleta e na analise de dados, ela é de natureza quali-quantitativa,
pois envolve dados numeéricos, estatisticos e informacdes textuais.
Neste trabalho, consideraram-se os aspectos qualitativos e também
os quantitativos, a fim de se obter uma analise mais fiel dos testes
e situacBes observadas, pois “o0 estudo quantitativo pode gerar
questoes para serem aprofundadas qualitativamente, e vice-versa”
(MINAYO, 1993, p. 9).
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Realizando o projeto

Na primeira etapa foi feito o mapeamento dos discentes
interessados em participar do projeto, sendo que as aulas ocorreram
no turno oposto. Inicialmente a pretensao era aplicar o projeto em uma
turma de 2° ano do Ensino Médio do Colégio Estadual Governador
Joao Durval Carneiro, no municipio de Sao Felipe, na Bahia, porém
devido ao calendario escolar estadual estar incompativel com o
tempo do projeto e pela facilidade em montar um grupo de alunos, o
projeto foi aplicado com alunos do 3° ano da escola supracitada. No
primeiro momento tinham 30 alunos inscritos dos quais apenas 12
iniciaram e participaram efetivamente do projeto.

Na etapa seguinte foi feita uma sondagem para verificar quais
conceitos prévios os alunos possuiam. Para isso foram utilizados
exercicios simples que visaram analisar o conhecimento de conceitos,
propriedades e processos de construgdes relacionados aos conteudos
especificos: conceitos primitivos, posicoes relativas de duas retas,
triangulos, pontos notaveis dos triangulos, quadrados e circulos.

Na terceira etapa realizou-se a analise do teste de sondagem
identificando o conhecimento dos estudantes, o que proporcionou um
melhor direcionamento do projeto.

Em outra etapa foram elaboradas atividades que abordaram
construgdes fundamentais; em seguida, a partir da observagao do
primeiro momento, foram feitas outras construgbes mais complexas
visando o aprimoramento dos conhecimentos ja observados e
também a ampliagao destes. Para isso foram usadas construgoes
geomeétricas que permitissem aos alunos visualizarem propriedades
e também a fixagcdo de conceitos e definicdes. As atividades foram
desenvolvidas em 7 encontros com duragao de 2 aulas de 50 minutos,
uma vez por semana.

Na penultima etapa, apds as aulas, aplicou-se um segundo
teste com questdes semelhantes as do anterior, porém modificando
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0s exercicios para que a analise dos resultados nao fosse
comprometida, uma vez que os alunos relatavam durante as aulas
quando era abordada uma construgdo semelhante a solicitada no
primeiro questionario.

Na sexta etapa foi realizada a sistematizacao dos dados
analisados. Nas construgdes geométricas foram usados 0 compasso
e a régua. No caso da régua, ela foi usada exclusivamente para
tracar retas conhecendo-se dois pontos € 0 compasso para tracar um
circulo conhecendo-se seu centro e o raio definido pelo comprimento
de um segmento conhecido.

Analise geral da pesquisa

Durante a aplicacdo do projeto percebeu-se que os alunos no
transcorrer dos estudos nos Ensinos Fundamental e Médio nunca
tiveram aula de construgcbes usando régua e compasso, O que
dificultou as aulas no inicio, pois foi necessario explicar a maneira
correta de usar os instrumentos e, ainda assim, nas primeiras
construgdes precisou mostrar como fazer.

Um fato que ficou evidente na aplicacao do teste de sondageme
durante as atividades foi a dificuldade de compreender as definigoes.
Alguns alunos sabiam as definigdes, na realidade decoraram, mas
nao compreendiam, ndo associavam ao desenho. Nas primeiras
aulas essa falta de proximidade com os conteudos atrapalhou
o desenvolvimento das atividades, pois era preciso abordar os
conceitos tomando cuidado para ndo serem apenas memorizados.
Contudo, a proposta nao era apresentar as definicbes, mas permitir
ao educando a elaboracao dos conceitos.

Dentre as inquietacbes surgidas no decorrer do projeto
merece destaque a falta dos conhecimentos prévios. A maioria dos
alunos esqueceu muitos conteudos basicos trabalhados no Ensino
Fundamental. Vale destacar que todos os estudantes envolvidos
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neste projeto tiveram a disciplina Geometria* no ano anterior, porém
os conteudos trabalhados pelos professores nao foram iguais, o que
levou a iniciar com os conceitos primitivos.

Outro fator preocupante é a falta de motivagao de participar
das aulas da disciplina de Geometria ou nas aulas desta dentro da
disciplina de Matematica, que esta associada a metodologia usada
nas aulas da disciplina. A introducao da primeira aula, usando objetos
do cotidiano, ajudou a motiva-los e a mostrar a utilidade da Geometria
na vida.

Apesar da preocupacao inicial e da mudanga no planejamento
por conta do ritmo das construgdes, houve uma mudanca de visao
da Geometria ocorrida em alguns educandos que no inicio do projeto
achavam dificil compreender os passos das construgdes e no
decorrer perceberam que era possivel realiza-las. Outra modificagcao
foi a compreensdo dos conceitos. No transcorrer das aulas ficou
evidente que os alunos aprendiam melhor quando participavam da
elaboracdo das definicbes, sejam através de questionamentos ou
das construcoes.

Construcoes

A partir daqui sdo descritos os passos de cada construcao.
O par de figuras em cada item retrata o desenho inicial (figura a
esquerda) e o produto final (figura a direita).

Construgéo 1
Essa construgao objetiva tragar a mediatriz de um segmento de
reta.

4 - AEscola oferece a disciplina de Geometria apenas no 2° ano do Ensino Médio.
Ela compde a parte diversificada do curriculo, vinculada ao eixo de Matematica e ao
de Ciéncias Naturais. A carga horaria € de uma aula semanal.
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Figura 1 - Segmento AB. Figura 2 - Mediatriz de 4B.
C
A B
[ . ] A B
D
Fonte: Almeida (2014, p. 53). Fonte: Almeida (2014, p. 53).

1° passo: com o auxilio de uma régua traca-se um segmento AB
qualquer, conforme Figura 1;
2° passo: com 0 compasso, centro em A e abertura maior que a
metade de 4B, traca-se um circulo;
3° passo: realiza-se o procedimento anterior, porém agora com 0
centroem B ;
4° passo: marcam-se as intercessoes dos circulos, com os pontos C
eD;
5% passo: traga-se a reta CD, que é a mediatriz do segmento AB, como
se vé na Figura 2.

Observa-se que pelos circulos tragados tem-se que AC= BC=AD =BD,
portanto os pontos C e D equidistam dos pontos A e B 0 que garante
que eles pertencem a mediatriz de acordo com a definicao desta.

Construgéo 2
Essa construcao objetiva tracar uma perpendicular a
uma reta dada passando por um ponto também dado.
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Figura 3 - Retat e ponto P. Figura 4 - PO 1t
.P
t
Fonte: Almeida (2014, p. 53). Fonte: Almeida (2014, p. 53).

1° passo: traca-se a reta t e considera-se um ponto P fora da
reta, como se vé na Figura 3;
2° passo: com o centro do compasso em P traga-se um circulo
qualquer interceptando a reta t nos pontos A € B;
3° passo: com 0 mesmo raio tracam-se dois circulos com
centros nos pontos A e B, respectivamente, determinando em
uma das intersecoes destes circulos o ponto Q;
4° passo: traga-se a reta ligando os pontos P e Q, conforme a
Figura 4, que é perpendicular a reta t.

Note-se que PA = PB, pelo primeiro circulo tragado e
QA = (@B, pelo segundo.

Dai P e Q sao pontos equidistantes de A e B. Logo a
reta PO é a mediatriz do segmento AB, 0 que garante que a reta
PQ é perpendicular a reta 4B .

Construg@o 3
Essa construcao objetiva tracar uma paralela a uma reta
dada passando por um ponto dado fora desta reta.
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Figura 5 - Reta r e ponto P. Figura6-PC | r.

Fonte: Almeida (2014, p. 54). Fonte: Almeida (2014, p. 54).

1° passo: com o0 auxilio de uma régua traga-se uma reta r
qualguer e marca-se um ponto P fora da reta dada, de acordo com a
Figura 5;

2° passo: com 0 compasso, centro em P traga-se um circulo
que intersectaaretaremA;

3° passo: com o centro em A e 0 mesmo raio, traga-se outro
circulo que intersecta a retarem B ;

4° passo: com 0 centro em B € 0 mesmo raio, traga-se um
terceiro circulo que intersecta o primeiro no ponto C;

B° passo: traga-se, portanto, a reta PC que é a reta paralela a
reta r passando por P, como se vé na Figura 6.

Note-se que PA = AB = BC = CP, pois 0 raio € 0 mesmo.
Dai a reta PC é paralela a reta r.

Construgéo 4
Essa construcao objetiva tracar a bissetriz de um angulo dado.

Figura7-AOB. Figura 8 - OE 6 a bissetriz de AOB.

A

B
Fonte: Almeida (2014, p. 55). Fonte: Almeida (2014, p. 55).




Inovagbes educacionais em matematica no Recéncavo 73

1° passo: traca-se o angulo AOB , conforme se vé na Figura 7;
2° passo: com o centro do compasso no vértice 0 do angulo e um raio
qualquer, traca-se um circulo e marcam-se as intersecbes com 0s
lados, diga-se pontos C e D respectivamente;
3° passo: com o centro no ponto C e, em seguida em D, tracam-se
dois circulos de mesmo raio que se intersectam no ponto E ;
4° passo: unindo o ponto E ao veértice do angulo tem-se a bissetriz
procurada, vide Figura 8.

Note-se que OC= 0D = CE = DE, ou seja, os pontos 0 e E equi
distam de C e D, o que garante que OF é a bissetriz do angulo A0B.

Construgdo 5
Essa construcao objetiva tracar as mediatrizes de um triangulo
e encontrar seu circuncentro.

Figura9 A ABC. Figura 10 — O € o circuncentro do A ABC.

A

Fonte: Almeida (2014, p. 55). Fonte: Almeida (2014, p. 55).

1° passo: desenha-se um triangulo ABC qualquer, conforme Figura 9;
2° passo: traga-se a mediatriz do lado AB, conforme a construcao (1);
3° passo: realiza-se 0 mesmo procedimento com os lados BC e CA,
respectivamente;

4° passo: marca-se o ponto de intersegcao das mediatrizes, ponto O,
que é o circuncentro do triangulo ABC, como se vé na Figura 10.
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Note-se que apenas duas mediatrizes sao suficientes para encontrar
0 circuncentro.

Construgdo 6
Essa construcao objetiva tracar as bissetrizes de um triangulo

e encontrar seu incentro.

Figura11- A ABC. Figural2- I éoincentrodo A ABC.
A A D
B B
E
C C
Fonte: Almeida (2014, p. 56). Fonte: Almeida (2014, p. 56).

1° passo: desenha-se um triangulo ABC qualquer, de acordo com a

Figura 11;

2° passo: traca-se a bissetriz do angulo A, conforme construgao (4);

3° passo: realiza-se 0 mesmo procedimento com os angulos Be

C respectivamente;

4° passo: marca-se 0 ponto de intersecao das bissetrizes, ponto I,

que € o incentro do triangulo, como se observa na Figura 12.
Note-se que apenas duas bissetrizes sao suficientes para

encontrar o incentro.

Construgdo 7
Essa construcao objetiva tracar as medianas do triangulo e

encontrar o baricentro.
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Figura 13- A ABC. Figura 14 — G é o baricentro do A ABC.

A )(D

% - ' M
‘ X

Fonte: Almeida (2014, p. 56). Fonte: Almeida (2014, p. 56).

1° passo: desenha-se um triangulo ABC qualquer, conforme se vé na

Figura 13;

2° passo: encontra-se o ponto médio, diga-se M do lado AB. Para

isso traga-se a mediatriz do lado AB, conforme construcao (1);

3° passo: traca-se o segmento CM, que é a mediana relativa ao lado AB;

4° passo: realiza-se 0 mesmo procedimento para encontrar as

medianas relativas ao lado BC e CA, respectivamente;

5° passo: marca-se o ponto de intersegcao das medianas, diga-se G,

que € o baricentro do triangulo ABC, de acordo com a Figura 14.
Note-se que duas medianas sao suficientes para encontrar o

baricentro.

Construgdo 8

Essa construcdo objetiva tracar as alturas relativas aos lados do
triangulo e encontrar seu ortocentro.

Figura 15 - A ABC. Figura 16 — H é o ortocentro do A ABC.

B

C
Fonte: Almeida (2014, p. 57). Fonte: Almeida (2014, p. 57).
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1° passo: desenha-se um triangulo ABC qualquer, como se vé na
Figura 15;
2° passo: traga-se a altura relativa ao lado AB, ou seja, traga-se a reta
perpendicular ao lado AB passando pelo vértice C. Para isso segue-
se o procedimento descrito na construcao (2);
3° passo: seguindo os passos da construgao (2), tragam-se as alturas
relativas aos lados BC e CA, respectivamente;
4° passo: marca-se a intercessao das alturas, ponto H, que é o
ortocentro do triangulo ABC, conforme se vé na Figura 16.

Note-se que duas alturas sao suficientes para encontrar o
ortocentro.

Propostas de aulas

Com o intuito de auxiliar o processo de ensino-aprendizagem
das construcdes geométricas, sdo apresentadas nesta secao algumas
propostas de aulas vivenciadas ao longo do desenvolvimento deste
trabalho com os estudantes.

Aula 1

Conteudos abordados: Conceitos primitivos, semirreta,
segmento de reta, definicdo e construgdo da mediatriz de um
segmento; posicoes relativas de duas retas coplanares;

Objetivos: Identificar os conceitos fundamentais, reconhecendo-
0s como parte essencial para a estrutura da geometria; compreender
os fundamentos adotados nas construcoes geometricas usando régua
e compasso; classificar retas coplanares, ligando-as as situagdes do
cotidiano; definir e tragar mediatriz de um segmento de reta.

Descricdo das atividades: Nesta primeira atividade foram
apresentadas as nocdes primitivas. Para isso inicialmente pediu-se
que os alunos dessem exemplos que dao ideia destes entes; a seguir
foram apresentadas as figuras e suas representacdes no quadro,
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fornecendo mais exemplos. Usando o mesmo procedimento para
reta e semirreta, e s6 depois disso apresentaram-se as definicdes
das mesmas.

Nesta aula foram identificadas as posicoes de duas retas
coplanares. Para isso foram apresentadas algumas figuras e
perguntado como sao classificadas tais retas. A partir das respostas
foram dadas as definicbes e solicitados alguns exemplos do
cotidiano. Apresentou-se também a definicdo de ponto médio. Para
isso primeiro foi questionado aos alunos para que depois partissem
para a construcao da definicdo. Por ultimo, introduziu-se o conceito
de mediatriz, inicialmente apresentando figuras e depois realizando
a construgao.

Foi explicado como utilizar os instrumentos. A régua utilizada
nao deveria ser graduada, caso fosse nao poderiam usa-la para
medir segmentos. Foi ensinado o local adequado para segurar o
compasso, como também que as linhas auxiliares ao desenho deviam
ser tragadas de forma leve para nao confundir o desenho inicial com
0 que estava sendo buscado na atividade.

Por fim foram apresentados os passos e, com os alunos, feita a
construcdo 1. A medida que ia sendo realizada a primeira construgéo
no quadro, os estudantes deveriam ir realizando em seu caderno e
sempre que necessario auxiliava-se o discente. Com a mediatriz ja
tragada afirmou-se que a mesma é equidistante das extremidades do
segmento, pois foi usado o mesmo arco.

Aula 2

Conteudo abordado: Posicoes relativas de duas retas
coplanares; construcao de reta paralela e reta perpendicular a uma
reta dada passando por um ponto também dado.

Objetivos: Classificar retas coplanares, ligando-as as situagcdes
do cotidiano; construir reta paralela e reta perpendicular a uma reta
dada, compreendendo os passos que justificam a construcao.
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Descrigdo das atividades: Partiu-se de uma breve revisao dos
conteudos apresentados na aula anterior e depois solicitado que
fizessem a construgao 1 sozinhos. Em seguida, apresentaram-se 0s
passos para a construcao 2: tracar uma reta perpendicular a uma reta
dada passando por ponto também dado (neste primeiro momento o
ponto sera nao pertencente a reta). Seguiu-se a mesma metodologia
adotada na aula anterior. Durante a construgao foi evidenciado que
para tracar a perpendicular, inicialmente encontram-se dois pontos
pertencentes a reta, equidistantes do ponto dado. Dai traca-se a
mediatriz do segmento formado por estes pontos, o que garante que
€ perpendicular a reta dada e passa exatamente no ponto fornecido.

Em seguida foi pedido que tracassem uma perpendicular a uma
reta dada passando por um ponto dado pertencente a reta. Esperava-
se gue realizassem a construcdo usando o mesmo procedimento
anterior, contudo sem apresentar 0s passos, mas questionando-os
sobre o que fazer na sequéncia.

Depois passou-se para a construcao 3: tracar uma paralela a
uma reta dada passando por um ponto dado. Inicialmente foi mostrado
para o aluno que o ponto dado nao era pertencente a reta, pois se o
fosse, as retas seriam coincidentes. A construgcao também foi feita em
conjunto. Ressaltou-se o fato de usar equidistancia para encontrar a
paralela, fato claramente percebido quando se usa 0 mesmo arco.

Aula 3

Contetido abordado: Angulos, bissetrizes de angulos, triangulos
e quadrados.

Objetivos: Construir a bissetriz de um angulo, percebendo as
propriedades que justificam a construgdo; reconhecer triangulos e
quadrados, bem como seus elementos e propriedades; compreender
0s passos adotados para o transporte de segmentos e sua importancia
na construcao de tridngulos e quadrados quando conhecemos os lados.
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Descrigcdo das atividades: Iniciou-se mostrando desenhos de
bissetrizes de angulos e citando alguns casos nos quais ela pode ser
encontrada, como por exemplo, na diagonal do retangulo. A seguir
definiu-se bissetriz e foi apresentada a construcao 4, tragar a bissetriz
de um angulo dado. Desta vez deixou-se que fizessem a construcao
sozinhos, interferindo apenas quando necessario ou solicitado, para
que adquirissem confianga e autonomia para realizar as construgoes.
Ao fim do processo destacou-se o fato do ultimo ponto encontrado (o
que sera ligado ao vértice do angulo) ser equidistante dos lados do
angulo, justificando que a semirreta tracada €, de fato, a bissetriz.

Indagou-se sobre o que € um tridngulo e foi solicitado que
desenhassem. Algumas figuras com formatos variados foram exibidas
e foi perguntado se todas eram triangulos. A partir das respostas deu-
se a definicdo. A mesma metodologia foi usada para apresentar a
definicao de quadrado, entretanto usando as figuras em diferentes
posicoes para evitar falsas interpretagdes, tais como: s6 € quadrado
quando o lado esta na horizontal e quando os lados aparecem
“inclinados” nao sao.

Foram apresentadas as seguintes atividades: 1 - Como
construir um triangulo conhecendo seus lados? 2 - Como construir
um quadrado dado que sabemos quem é seu lado? Ao término
verificaram-se quais os procedimentos adotados e entre aqueles que
construiram analisou-se qual(is) o(s) procedimento(s) adequado(s) e
de maneira conjunta foi estabelecido o roteiro. Na primeira destacou-
se o transporte de segmentos, ainda nao explorado. Ja na segunda
enfatizou-se a construgdo de uma perpendicular passando por um
ponto dado sobre a reta. Ressaltando a inviabilidade ou dificuldade
de tais construcdes utilizando apenas a régua, ainda que graduada.

Aula 4

Conteudo abordado: Mediatriz e bissetriz de triangulos;
circuncentro e incentro.
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Objetivos: Conceituar e identificar mediatriz e bissetriz de
triangulos; definir circuncentro e incentro; aplicar os conhecimentos
adquiridos sobre construcoes geométricas para tracar as mediatrizes
(bissetrizes) e encontrar o circuncentro (incentro), relacionando os
passos realizados as propriedades que justificam as construgoes.

Descricdo das atividades: Inicialmente foi pedido que
conceituassem mediatriz, depois foram questionados sobre as
mediatrizes de um triangulo. A partir das respostas foram mostradas
figuras de triangulos com as mediatrizes tracadas, provocando a
elaboracdo da definicdo sem a necessidade inicial de escrevé-la.
Apds a compreensao de mediatriz de um tridngulo, passou-se para
a construcao 5, tracar as mediatrizes de um triangulo, sem afirmar
que as mediatrizes se encontram num mesmo ponto. Deixando
que construissem sozinhos e ao término foram questionados se em
todas as construgdes as mediatrizes se encontraram em um Unico
ponto. Perceberam que estes elementos sempre se interceptam
em um ponto e, assim, definiu-se circuncentro. Destacou-se que
duas mediatrizes sao suficientes para encontrar o circuncentro, que
pode estar no interior do triangulo (triAngulo acutangulo), no exterior
(triangulo obtusangulo) ou sobre o lado (triangulo retangulo).

O procedimento anterior foi adotado na construgao 6, tracar
as bissetrizes de um triangulo, considerando agora a definicao de
bissetrizes de um angulo. Ao final da construgao foi destacado que
a intercessao entre as bissetrizes € chamada de incentro, que o
mesmo € sempre interior ao triangulo e que apenas duas bissetrizes
sao suficientes para encontra-lo.

Aula 5

Conteudo abordado: Mediana e altura de tridngulos; baricentro
e ortocentro.

Objetivos: Definir e identificar mediana e altura de triangulos;
definir baricentro e ortocentro; encontrar o baricentro (ortocentro)
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de um tridngulo, a partir da construgdo com régua e compasso,
estabelecendo relagdo entre o procedimento adotado com as
propriedades referentes ao ponto notavel.

DescricGo das atividades: Comecgou-se a aula apresentando
alguns triangulos com suas respectivas medianas e dando a definicao
das mesmas. Em seguida passou-se para a construcdo 7: tracar
as medianas de um triangulo. Incitando os alunos a perceberem,
a partir da definicdo, que para construir as medianas bastava
tragar a mediatriz dos lados para achar o ponto médio deste e em
seguida uni-lo ao vértice oposto. Durante a construcao alguns deles
conseguiram visualizar que estes elementos se intersectam em um
Unico ponto e que apenas duas eram suficientes para encontra-lo. No
final identificou-se o baricentro definindo-o, destacando que sempre
estara no interior do triangulo.

Apds este processo, os educandos foram indagados o que
eles associavam ao ouvir a palavra altura e o que é a altura de um
triangulo. Em seguida mostraram-se triangulos com as respectivas
alturas tracadas apresentando a definicdo desta. Passou-se para
a construcao 8: tracar as alturas relativas aos lados do triangulo.
Novamente provocaram-se situagdes para que percebessem que
esta construcdo se baseava em tracar uma perpendicular ao lado
do triangulo passando pelo vértice oposto. Foram mostrados os
passos aqueles que apresentaram dificuldades. Alguns estudantes
comentaram sobre o fato de a altura tracada estar no exterior
do triangulo. Alguns concluiram também que as trés alturas se
interceptaram no mesmo ponto e que apenas duas eram necessarias
para encontrar este ponto. A partir destas conclusdes, definiu-se
ortocentro destacando que tal ponto pode estar no interior do triangulo
(triangulo acutangulo), no exterior (triangulo obtusangulo) ou sobre o
vértice (triangulo retangulo).
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Conclusao

Aproposta apresentada neste trabalho teve por objetivo principal
provocar mudangas na atual forma de ensino das construgdes
geomeétricas nas escolas publicas. Ao propiciar condigdes do aluno
relacionar as construcdes aos conceitos, ao instiga-los a descoberta,
o aprendizado acontece de forma significativa. E importante também
a utilizacdo de metodologias que permitam uma relacido entre o
conhecimento prévio e os conteudos estudados.

O uso de materiais de desenho & um grande aliado para o
aprendizado de conceitos e propriedades geomeétricas. Além se ser
motivador para o educando, ainda que alguns tenham dificuldades
no inicio, a acao de construir propicia uma aprendizagem mais
prazerosa € o envolvimento do estudante nas atividades € maior, pois
ele percebe a relagao entre construgao e definicao.

Nao é pretensao que este material seja o Unico utilizado na sala
de aula, nem deve, mas que possa servir como subsidio ou como
fonte de pesquisa, para auxiliar os professores que ministram aulas de
Desenho Geomeétrico na elaboracao das atividades. Ressalte-se que
ele nao deve ser utilizado como um “roteiro pronto”, no entanto, deve
ser visto como sugestao de um caminho. Cabe ao professor a analise
da melhor metodologia a ser utilizada, considerando a realidade da
turma, conhecimento prévio, habilidades, entre outros. Nao se trata
de apenas abordar as construgdes, como se fosse o unico objetivo,
contudo elas sdo um caminho para a aprendizagem da teoria, para a
abordagem das definicbes e entendimento das propriedades.

Ao aproximar o educando do processo das construcdes estamos
avizinhando-os dos conceitos, o que evita definicdbes decoradas e
nao aprendidas. Este processo faz com que o sujeito envolvido nao
seja apenas observador, mas protagonista na elaboracao e execucao
dos passos que conduzem aos resultados.
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A presente proposta pode ser aplicada em turmas do Ensino
Médio, do 1° ao 3° ano, todavia & preciso analisar o conhecimento
dos estudantes antes de aplica-la. O teste de sondagem constitui um
valioso instrumento para tal fim.

O trabalho com construgdes geométricas pode e deve ser
desenvolvido em todos os anos finais do Ensino Fundamental (6° ao
9° ano) e no Ensino Médio. Ainda que nao haja a disciplina Desenho
Geomeétrico, a abordagem das construgcdes geomeétricas pode ser feita
na disciplina de Geometria ou nas aulas de Matematica destinadas aos
conteudos geomeétricos. Quanto mais cedo o aluno tiver contato com
os instrumentos, maior sera a facilidade para abordar construcoes mais
complexas. Entretanto, a abordagem das construcdes so fara sentido
se propiciar a aprendizagem dos conceitos e propriedades, para nao
correr o risco de serem ministradas aulas de “desenhos”. Portanto, nao
se pode pensar na aplicacdo deste projeto de maneira desassociada
dos conteudos planejados para a série, mas de forma concomitante.
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GeoGebra e volumes:
uma proposta metodologica

Patricia Barretto Santos Souza
Erikson Alexandre Fonseca dos Santos

Introducao

E notdria na pratica pedagogica a dificuldade dos alunos no
que tange a exploracdo da Geometria, em particular na Geometria
Espacial. Talvez um dos motivos dessa dificuldade pode estar
relacionado a forma de como & ministrada a disciplina nas escolas.
Na maioria das vezes, as formulas matematicas sdao impostas aos
alunos sem esclarecimentos adicionais. O ensino-aprendizagem da
Matematica pode assumir dinamicidade com atividades que envolvam
recursos tecnolégicos e permitam aos alunos desenvolverem seu
proprio percurso construindo uma visao mais completa do assunto
abordado. Diante disso, o foco desta pesquisa foi a insergcao das
tecnologias no estudo do volume dos sdlidos geométricos atrelada
ao Principio de Cavalieri.

Sobre o uso das midias nas aulas de Matematica “é preciso
que a chegada de uma midia qualitativamente diferente, como a
informatica, contribua para modificar as praticas do ensino tradicional
vigentes” (BORBA, 2001). Diante disso, realizaram-se oficinas
de estudo com discentes do 3° ano do Ensino Médio, do Colégio
Estadual Francisco da Conceicdo Menezes, em Santo Antbnio de
Jesus, Bahia, utilizando computadores do laboratdrio de informatica,
nos quais foi utilizado o software educacional, GeoGebra, como
ferramenta facilitadora no estudo dos sdlidos geométricos.

O GeoGebra foi escolhido por ser gratuito, com interface
facil de manipulagao, interacao e visualizacdo. E mais, por ser um
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software de Geometria Dinamica, 0 mesmo constitui uma ferramenta
poderosa para superar obstaculos proprios da aprendizagem, uma
vez que este programa possibilita experimentar, criar estratégias,
fazer conjecturas, argumentar e deduzir propriedades matematicas,
segundo Gravina (1996). Dessa forma, é possivel verificar as
propriedades validas para o estudo de volumes.

Na Geometria Dindmica a condicao de analisar as propriedades
e suas relagcdes matematicas é ampliada em decorréncia do processo
de representar um objeto.

“As novas tecnologias tém um grande potencial para trazer
mudancas significativas a educagao” (SALGADO, 2008). No
entanto, para acontecer essas mudancgas, faz-se necessario que o
processo ensino-aprendizagem seja repensado e para tal, &€ de suma
importancia que o professor mediador faga o link adequado do que
sera trabalhado com as tecnologias computacionais, no intuito de
resgatar uma disciplina que propicie o desenvolvimento logico do
raciocinio na busca de solugdes para os problemas.

Este artigo apresenta estratégias que buscam auxiliar a
concretizagdo da ideia de volume, diversas vezes nao entendidas
e compreendidas pelos alunos. Tal fato deve-se a auséncia de
aplicacbes concretas na conducido do conteudo. As atividades
desenvolvidas com a utilizagao do software GeoGebra colabora para

amenizar essa questao.

GeoGebra

GeoGebra é um software educacional de Matematica Dinamica
que engloba Algebra, Calculo e Geometria. Markus Hohenwarter, da
Universidade de Salzburg, juntamente com uma equipe internacional
de programadores, desenvolveram este programa no intuito de
facilitar a aprendizagem matematica nas instituicdes educacionais de
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acordo com Hohenwarter (2009). O GeoGebra € escrito na linguagem
Java, pode ser usado nas plataformas Microsoft Windows, Linux,
Macintosh e tem acesso livre. Possibilita a abordagem de inumeros
conteudos pertinentes ao curriculo de Matematica tanto do Ensino
Basico quanto do Ensino Superior. Pode-se fazer o download deste
software no site! e encontrar materiais construidos no GeoGebra dos
mais diversos assuntos de Matemadtica.

Segundo Hohenwarter (2009), este software permite a
construgao de maneira simplificada de pontos, figuras, segmentos,
retas, vetores, conicas, além de graficos de fungdes dinamicamente
modificaveis com o0 mouse.

Conforme Hohenwarter (2009, p. 6):

O GeoGebra fornece trés diferentes vistas dos
objetos matematicos: a Zona Grafica, a Zona Al-
gébrica ou numeérica, e a Folha de Calculo. Elas
permitem mostrar os objetos matematicos em trés
diferentes representacoes: graficamente (ex. pon-
tos, graficos de fungdes), algebricamente (ex. co-
ordenadas de pontos, equagdes) e nas células das
folhas de calculo. Assim, todas as representacoes
do mesmo objeto estao ligadas dinamicamente e
adaptam-se automaticamente as mudancas rea-
lizadas em qualquer delas, independentemente
da forma como esses objetos foram inicialmente
criados.

Principio de Cavalieri

O matematico Francesco Bonaventura Cavalieri (1598-1647)
nasceu em Milao e aos quinze anos de idade tornou-se jesuado.

Bonaventura Cavalieri foi aluno de Galileu e anos depois, na
Universidade de Bolonha, atuou como professor de Matematica
(1629-1647). Sua obra foi ampla no que tange & Matematica, Optica

1 - https://www.geogebra.org/
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e Astronomia. Foi um dos principais responsaveis pela introducao
dos logaritmos na Europa, o que o tornou um matematico influente.

A obra de maior destaque que deu uma grande contribuigcdo a
Matematica foi o tratado Geometria indivisibilibus, sua versao inicial
foi publicada em 1635 de acordo com Eves (2004). Ele apresenta
neste trabalho seu método dos indivisiveis cujas raizes remontam
a Demdcrito e Arquimedes, entretanto acreditamos que seu maior
incentivo tenha sido as experiéncias de Kepler encontrar determinadas
areas e certos volumes.

Por faltar clareza e ser muito longo o tratado de Cavalieri
dificulta o entendimento do que ele entendia como “indivisivel”. Eves
(2004, p. 425) relata que:

Tudo indica que um indivisivel de uma porgao pla-
na dada é uma corda dessa porcao e um indivisi-
vel de um sdlido dado é uma secao desse solido.
Considera-se que uma porcao plana seja formada
de uma infinidade de cordas paralelas e que um
solido seja formado de uma infinidade de secbdes
planas paralelas. Entdo, argumentava Cavalieri,
fazendo-se deslizar cada um dos elementos do
conjunto das cordas paralelas de uma porcao pla-
na dada ao longo de seu proprio eixo, de modo
que as extremidades das cordas ainda descrevam
um contorno continuo, a area da nova porgao pla-
na € igual a da original, uma vez que ambas sao
formadas das mesmas cordas. Um procedimento
analogo com os elementos do conjunto das sec-
¢oes planas paralelas de um solido dado forne-

cera um outro sélido com o mesmo volume do
original.

Pode-se exemplificar isto com a formagao de uma pilha vertical
defolhas de papel e depois deformando suas laterais transformando-as
em superficies curvas, conforme a Figura 1. Observa-se que o volume

nao modifica com essa deformacio. Esses resultados, ligeiramente
generalizados, fornecem o chamado Principio de Cavalieri.



Inovagbes educacionais em matematica no Recéncavo 91

Figura 1 - Pilha de folhas de papel para ilustrar o Principio de Cavalieri.

Fonte: Lima (2006, p. 255).

O Principio de Cavalieri, segundo Lima (2006), diz que dados
dois solidos A e B e um plano oy, se todo plano a paralelo ao plano
dado secciona os dois solidos segundo figuras de mesma areaSe S,
conforme se vé na Figura 2, entao esses solidos tém mesmo volume.

Figura 2 - Principio de Cavalieri.
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Fonte: Lima (2006, p. 256).

O Principio de Cavalieri € de grande valia para o calculo de
areas e volumes e, também, suas bases intuitivas podem tornar-se
rigorosa com o Calculo Integral Moderno. Intuitivamente, podemos
solucionar diversos problemas de mensuracido que geralmente
exigiriam técnicas avancgadas de Calculo. Detalhes adicionais acerca
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do assunto podem ser encontrados em Lima (1991), Boyer (2001),
Eves (2004)e Lima et al. (2006).

Metodologia

A pesquisa teve um cunho qualitativo, na qual a pesquisadora
se fez presente nas interacdes entre os participantes, dessa forma
foi possivel fazer o registro, a analise e a conducao dos dialogos
referentes ao objeto de estudo.

Para a concretizacao deste trabalho planejaram-se seis oficinas,
visando proporcionar estratégias para uma melhor compreensao do
calculo do volume dos sdlidos geométricos. Para tal, foram utilizados
videos, o software de geometria dindmica GeoGebra e o Principio de
Cavalieri.

As oficinas realizaram-se no periodo de 23/04/2015 a 18/05/2015
no laboratério de informatica do Colégio Estadual Francisco da
Conceicao Menezes, em Santo Antonio de Jesus-BA, no turno oposto
ao que os alunos estudam. A duracdo média de cada oficina foi de
trés horas. Foram escolhidos para participar da pesquisa discentes
do 3° ano, em virtude de os mesmos estarem concluindo o Ensino
Médio e prestes a participarem do ENEM (Exame Nacional do Ensino
Médio) e vestibulares diversos.

As oficinas

As oficinas foram planejadas enfatizando os pontos principais
de cada solido atrelado ao uso do GeoGebra. Na primeira oficina
aplicou-se um teste de sondagem com os discentes para observar
seus conhecimentos acerca do assunto que seria abordado. Nas
oficinas seguintes foram aplicados exercicios com um menor grau
de dificuldade; ja nas ultimas, utilizaram-se questdes do ENEM e
de vestibulares que eram exames almejados pelo publico alvo da
pesquisa. Para finalizar realizou-se novamente um teste, semelhante
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ao teste de sondagem inicial, acrescido de mais algumas questdes
para verificar se houve aprendizado dos conteudos trabalhados por
parte dos alunos.

Para iniciar, assistiu-se videos sobre o tema em questao e houve
um dialogo sobre a Geometria no dia-a-dia. Em seguida, explanou-
se sobre o software GeoGebra e os alunos tiveram oportunidade de
acessar o site oficial?2, no qual péde-se fazer download dos arquivos
existentes e compartilhar as criacoes realizadas. Mostrou-se, também,
diversos solidos construidos no programa, aproveitando para fazer
diversas manipulacdes nos solidos permitidas pelo programa.

Como ha a necessidade do conhecimento do calculo das areas
das bases dos solidos para determinar seu volume, entao efetuou-
se uma revisao das areas das figuras planas. Os alunos receberam
propostas de atividades envolvendo areas e eles utilizaram o
GeoGebra para confirmarem seus resultados, como observa-se na
imagem da Figura 3.

Figura 3 - Areas das figuras planas no GeoGebra.
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Fonte: Souza (2015, p. 50).

2 - https://www.geogebra.org/
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Na sequéncia usou-se o Datashow para assistir aos videos sobre
prismas, nos quais foram explorados seus elementos, classificacoes,
seccgdes, areas da base, lateral, total e volume.

Os alunos também pesquisaram no site® arquivos referentes
ao assunto em questao e foram resolvidos exercicios, nos quais 0s
resultados foram verificados no GeoGebra, como pode ser visto na
Figura 4.

Figura 4 - Area total e volume do cubo no GeoGebra.
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Fonte: Souza (2015, p. 51).

Na 22 e 32 oficinas trabalhou-se com a pirAmide abordando os
elementos, a classificacao, piramides regulares e seus elementos e a
area da superficie, como se vé na Figura 5; o cilindro, o cone, na Figura
6, e esfera com abordagem analoga. Seguiu-se a mesma dinamica
da primeira oficina, com o uso do video e resoluciao de exercicios.

3 - http://geogebratube.org/
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Figura 5 - A piramide e sua planificacao no GeoGebra.
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Fonte: Souza (2015, p. 52).

Figura 6 - Representacao do cilindro e do cone no GeoGebra, respectivamente.

Fonte: Souza (2015, p. 53).

Iniciou-se a 42 oficina mostrando a ideia de volume (Figura
7), a partir da ideia intuitiva do volume do cubo, generalizou-se e
obteve-se o volume do bloco retangular. Apresentou-se o Principio
de Cavalieri (Figura 8) e aceitou-o como verdadeiro. Segundo Lima
(1991), a utilizacao deste Principio “permite a simplificacao notavel
nos argumentos que conduzem as férmulas classicas de volume”.
A partir dai abordaram-se as férmulas para os calculos dos volumes
dos principais solidos geométricos (prismas, pirAmides, cilindros e
cones) com o propdsito dos alunos compreenderem melhor (Figuras
9 e 10), uma vez que em sua maioria so impostas aos mesmos sem
esclarecimentos.
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Figura 7 - Ideia de volume no GeoGebra.
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Fonte: Souza (2015, p. 53).

Figura 8 - Aplicagcao do Principio de Cavalieri.

Fonte: Souza (2015, p. 55).
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Figura 9 - Relacao do volume da piramide x prisma.
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Fonte: Souza (2015, p. 54).

Figura 10 - Relacao entre o volume do cone e do cilindro.
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Fonte: Souza (2015, p. 55).

Os discentes resolveram questdes do ENEM e de vestibulares
na 52 oficina, conferindo os resultados no GeoGebra, conforme
Figuras 12, 14 e 16. Tais questdes sao listadas a seguir:
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Questao 1: (ENEM — 2012) Alguns objetos, durante a sua
fabricagao, necessitam passar por um processo de resfriamento.
Para que isso ocorra, uma fabrica utiliza um tanque de resfriamento,
como mostrado na Figura 11.

Figura 11 - Referente a questaol.
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Fonte: Souza (2015, p. 56).

O que aconteceria com o nivel da agua se colocassemos no
tanque um objeto cujo volume fosse de 2400 cm??

a) O nivel subiria 0,2 cm, fazendo a agua ficar com 20,2 cm de altura.
b) O nivel subiria 0,1 cm, fazendo a agua ficar com 21 cm de altura.
c) O nivel subiria 2 cm, fazendo a agua ficar com 22 cm de altura.
d) O nivel subiria 8 cm, fazendo a agua transbordar.

e) O nivel subiria 20 cm, fazendo a agua transbordar.

Resolugcdo no GeoGebra

Figura 12 - Resolucao no GeoGebra da questao 1.
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. i
Ve e = (H0em) (Mem)(20eam) = 2000 . j

Prof Patricia Busretto

Fonte: Souza (2015, p. 57).
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Questdao 2: (ENEM — 2009) Uma fabrica produz velas de
parafina em forma de piramide quadrangular regular com 19 cm de
altura e 6 cm de aresta da base. Essas velas sao formadas por 4
blocos de mesma altura — 3 troncos de piramides de bases paralelas
e 1 piramide na parte superior —, espacados de 1 cm entre eles,
sendo que a base superior de cada bloco é igual a base inferior do
bloco sobreposto, com uma haste de ferro passando pelo centro de
cada bloco, unindo-os, conforme a Figura 13.

Se o dono da fabrica resolver diversificar o modelo, retirando a
piramide da parte superior, que tem 1,5 cm de aresta na base, mas
mantendo o0 mesmo molde, quanto ele passara a gastar com parafina
para fabricar uma vela?

Figura 13 - Referente a questao 2.

&

©
6 cm

Fonte: Souza (2015, p. 58).

a) 156 cm?®
b) 189 cm?
c) 192 cmsd
d) 216 cm?
e) 540 cms3
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Resolugdo no GeoGebra

Figura 14 - Resolucao no GeoGebra da questao 2.

Fonte: Souza (2015, p. 59).

Questao 3: (UTFPR) Uma lata de achocolatado em p6 tem 10
cm de diametro e 10 cm de altura, e sdo embaladas em caixas de
papelao, com quatro fileiras de seis latas, conforme a Figura 15. A
caixa comporta 2 latas na sua altura, tendo uma capacidade total
para 48 latas.

Figura 15 - Referente a questao 3.

W
OOOOC

<
OO0

Fonte: Souza (2015, p. 60).

Baseado nos estudos de cilindros e paralelepipedos e
considerando 1T = 3,14, afirma-se que:
I) O volume de cada lata é de 785 cm?.
II) A area total de cada lata é de 471 cm?.
[II) O volume da caixa de papelao é de 24000 cm?.

Analisando-se as afirmagdes acima, conclui-se que:
a) | e ll estdao corretas.
b) Ie lll estao corretas.
c) Il e lll estao corretas.
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d) |, 1l e lll estao corretas.
e) |, Il e lll estdo incorretas

Resolugcdo no GeoGebra
Figura 16 - Resolucao no GeoGebra da questao 3.

Analise dos itens | e Il Analise do item Ill.

4N T B ) - e

Fonte: Souza (2015, p. 61).

Aplicou-se um teste de verificacdo na 62 oficina. As seis
primeiras questoes foram as mesmas do teste de sondagem e foram
acrescentados quatro exercicios relativos ao calculo de volumes dos
solidos geométricos.

Os resultados dos testes de verificagao estao a seguir. Nas
questdes iguais ao teste de sondagem, fez-se um grafico comparativo
da evolucao dos discentes (Figuras 17, 18, 19 e 20).

Figura 17 - Primeira questao do teste de sondagem e verificagao.

01) A respeito de um sdlide geométrico podemos afirmar que:

100%
90%

o TestedeSondagem

W TestedeVaificacio

N

s¥pfigurss  sSofigurasndo sSopoligonais  desconhego
planzs planzs ferhadas

smples

g
o

Fonte: Souza (2015, p. 62).



102 Julianna Pinele, Katia Rocha e Sanzia Alves (Orgs.)

Na primeira questao no teste de sondagem apenas 30% dos
alunos responderam corretamente a questao, enquanto que no teste
de verificagdo 100% acertaram.

Figura 18 - Segunda questao do teste de sondagem e verificagao.

02) SZo elementos de um solido geométrico:

100%
90%
B0%
0%
60%
A% M TestedeSondagem
40% B TestedeVeaificagio
30%
2050 Q
10% \
ox | N N
lados evertices faces, vertices e arestas vertices  desconhego
lados efaces

Fonte: Souza (2015, p. 62).

Sessenta por cento dos discentes acertaram a segunda questao
no teste de sondagem e cem por cento no de verificagao.

Figura 19 - Terceira questao do teste de sondagem e verificagcao.

03) S3o sdlidos geométricos:

100%

a0% 7

BD%

70%

60%

50%
s Teste de Sondsgem

40%
m TestedeVeifcacsn

50%

20%

10% 7 —

= |
prisma cone, cilindro,  cone, cubo, deonheco
triznguloe pirémide paraelepipedo
quadrado prismaecubo  equadrado

Fonte: Souza (2015, p. 63).
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Na terceira questao, tanto no teste de sondagem quanto de
verificagao, 90% dos alunos acertaram.

Figura 20 - Quarta questao do teste de sondagem e verificacao.

04) Considerando um reservatdrio de adgua que possui 5m de
comprimento, 4m de largura e 2m de altura, ao multiplicarmos
todas assuas dimenstes, estamos na verdade calculando:

100%

90%

T0%

50% *, Testede Sondagem

20% - B TestedeVeaificacdo

30%

20%

10% ———

sau volume S Eres seuperimetro desconhego

Fonte: Souza (2015, p. 63).

Na quarta questao 40% responderam corretamente no teste de
sondagem, ja no teste de verificacdo 100% dos discentes acertaram.

Figura 21 - Quinta questao do teste de sondagem e verificagao.

05) Faca a associagdo corretamente:

A B C D E
( ) Cilindro

( ) Pirdmide

() Cone

( ) Cubo

() Esfera

Fonte: Souza (2015, p. 64).
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Em relacdo a quinta questado, vide Figura 21, no teste de
sondagem 100% dos alunos fizeram a associagao corretamente no
que diz respeito ao cone a piramide; 80% relacionaram corretamente
0 cubo e 70% associaram corretamente a esfera e o cilindro. E no
de verificacao, 100% dos alunos fizeram a associagao corretamente.

Figura 22 - Sexta questao do teste de sondagem e verificagao.

06)Elabore um pequeno texto sobre aideia que vocé tem sobre sélidos
geométricos, identificando suas caracteristicas. Na oportunidade
exemplifique através de uma situagdo do cotidiano a importancia
do conhecimento sobre eles.

Fonte: Souza (2015, p. 65).

Nasextaquestao,conformeaFigura22,notestedesondagem,apenas
20% definiram corretamente os sdlidos geométricos; 30% identificaram
as suas caracteristicas e 40% exemplificaram adequadamente os solidos
geomeétricos com situacoes do cotidiano. Enquanto que no de verificagao,
20% definiram corretamente os sdlidos geométricos; 30% identificaram
as suas caracteristicas e 40% exemplificaram adequadamente os solidos
geomeétricos com situacdes do cotidiano.

Figura 23 - Sétima questao do teste de verificagao.

07) (UNESP) Quantos cubos A precisa-se empilhar para formar o

£ Zo
7

7

A

paralelepipedo B?
( ) 60
( ) 47

( ) 94
( ) 39

1 ) 48

Fonte: Souza (2015, p. 66).
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Nesta questao 7, de acordo com a Figura 23, 100% dos alunos
calcularam corretamente quantos cubos eram necessarios empilhar
para formar o paralelepipedo.

Figura 24 - Oitava questao do teste de verificagao.

08) (Unirio — RJ) Uma pirdmide esta inscrita num cubo, como mostra a
figura a seguir.
Sabendo-se que o volume da pirGmide é de 6 m?, entdo o volume

do cubo, em m?, é igual a:

{
{ 1 12
{ ) 15
///’
( } 18 P
( ) 21

Fonte: Souza (2015, p. 67).

Em relacdo a questao 8, vide Figura 24, 80% dos discentes
calcularam o volume do cubo adequadamente.

Figura 25 - Nona questao do teste de verificagao.

09} (UEL-PR) Dois recipientes cilindricos tem altura de 40 cm e raios da
base medindo 10 em e 5 cm. O maior deles contem agua até 1/5 de
sua capacidade. Essa agua & despejada no recipiente menor,

alcangando a altura h de:

( ) 32cm
{ ) 24cm
{ ) 16cm
() 12cm
{ ) 10cm

Fonte: Souza (2015, p. 67).
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Na nona questdo, conforme a Figura 25, 70% calcularam
corretamente a altura alcancada pela agua no recipiente menor. E na
questao 10, vide Figura 26, 70% acertaram o exercicio.

Figura 26 - Décima questao do teste de verificagao.

10} (UNESP) Um copinho de sorvete, em forma de cone, tem 10 cm de
profundidade, 4 cm de difmetro no topo e tem ai colocadas duas
conchas semiesféricas de sorvete, também de 4 cm de didmetro.
Se o sorvete derreter para dentro de copinho, podemos afirmar
que:

ndo transhordara.
transbordara.

{ )

{ )

{ ) os dados sdo insuficientes.
{ ) os dados sde incompativeis.
( )

todas as afirmagbes anteriores sdo falsas.

Fonte: Souza (2015, p. 68).

Conclusao

Neste artigo apresentou-se uma proposta de estudo para
alunos do 3° ano do Ensino Médio, com o intuito de oferecer um
maior significado ao estudo do calculo dos volumes dos solidos
geomeétricos. Para que isto ocorresse utilizou-se o Principio de
Cavalieri atrelado ao GeoGebra.

Na analise realizada observou-se que o0s participantes das
oficinas propostas tinham conhecimento razoavel sobre areas, o qual
€ necessario para o calculo dos volumes, e o minimo de conhecimento
sobre o volume dos sodlidos geométricos. Quando se mostrou o
volume do cubo e do paralelepipedo a partir do preenchimento
desses solidos com os “cubinhos” menores, ou seja, as unidades de
medida, os discentes entenderam como o volume é obtido.

A utilizacao das figuras espaciais construidas no GeoGebra foi
primordial no desenvolvimento das formulas de volumes, uma vez
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que eles tiveram a oportunidade de posicionar o plano paralelo para
seccionar e comparar os diversos solidos geométricos, possibilitando,
assim, deduzir que através do Principio de Cavalieri podem-se
encontrar as formulas dos volumes do cilindro, cone e esfera fazendo
uma comparacao com o volume ja visto do paralelepipedo (prisma).
Mostrou-se, também, no GeoGebra a decomposicdo do prisma em
trés piramides, o que facilitou o entendimento do porqué de a formula
do volume da piramide ser um terco do volume do prisma.

Com o desenvolvimento das oficinas foi evidente o crescimento
do aprendizado em relagao ao assunto abordado. Foram propostas
questdes de exames do interesse dos alunos, do ENEM e de
vestibulares, as quais foram resolvidas, também, com a utilizacdo do
GeoGebra. Eles acharam que a interpretacao das questoes ficou mais
facil com a visualizagdo e a manipulagcao das figuras no programa.

Utilizar um software de Geometria Dinamica ajudou bastante
na compreensao do conceito de volume e no desenvolvimento
de estratégias para o calculo do volume dos soélidos geométricos,
uma vez que os alunos tiveram a oportunidade de desenvolver o
pensamento geomeétrico e a visualizagao espacial em relagao aos
solidos estudados.

Conclui-se, no final desta pesquisa, que se faz necessario que
os educadores propiciem aos alunos metodologias diferenciadas,
dinamizando o ambiente de ensino-aprendizagem dos conteudos
matematicos. Nesse sentido, acredita-se que as oficinas de estudo
expostas possam contribuir nesse sentido.
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Geometria nao-Euclidiana:
aplicacoes na Educacao Basica

Osnildo Andrade Carvalho
Juarez dos Santos Azevedo

Introducao

A Geometria (Euclidiana) trabalhada nas escolas normalmente
€ considerada pelos estudantes como unica. Este fator acarreta a uma
falsa ideia de que nao existe a possibilidade de outras Geometrias.
Desta forma, apresentar aos estudantes que € possivel existir outras
Geometrias, diferentes da Geometria Euclidiana pode ajudar numa
reflexao mais ampla sobre as teorias matematicas.

Neste sentido, o presente trabalho propbe tratar dos elementos
histdricos da Geometria Euclidiana que fundamentaram o surgimento
das Geometrias ndo-Euclidianas, em particular da Geometria Esférica
a partir da dissertacdo de Carvalho (2014). Além disto, apresenta
algumas aplicacbes em formas de tarefas para os estudantes da
Educacao Basica.

Partindo desses pressupostos, levanta-se as seguintes
indagacdes: Como surgiu a Geometria Esférica? Quais 0s seus
elementos principais? Existe alguma analogia com elementos da
Geometria Euclidiana? E possivel apresenta-la para os estudantes
da educacao basica? Estas perguntas estido diretamente ligadas a
este trabalho.

Assim, a proposta é apresentar aos estudantes e professores
do Ensino Basico que a Geometria vai muito além do que esta no
curriculo atual. Certas propriedades, como teorema de Pitagoras,
propriedades dos tridngulos sao validas apenas para a Geometria
Euclidiana, mostrando sua limitacdo e abrindo, desta forma, lacunas
para outras Geometrias, como a Esférica (esta com seus proprios
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teoremas e axiomas), possibilitando uma forma diferente de ver o
mundo ao seu redor.

Preliminares: geometrias nao-euclidianas
Historico da Geometria Euclidiana

O livro Os Elementos, proposto por Euclides, foi um
trabalho extremamente relevante, visto que até hoje a
Geometria trabalhada na Escola Basica esta diretamente
ligada aos postulados e teoremas apresentados na mesma
época por Euclides. Assim, possui enorme importancia para as
geracoes seguintes devido ao seu aspecto formal, se tornando
um modelo para a Matematica trabalhada nas escolas (EVES,
2004; SANTOS, 2010).

Apesar da impressao difundida, Os Elementos nao trata
apenas de Geometria, uma vez que a colecao de livros também
apresenta Algebra Elementar e Teoria dos Numeros. Além
disso, € composto de 465 proposigdes distribuidas em treze
volumes.

A seguir, sao apresentados o0s cinco postulados
mencionados por Euclides:

P1: E possivel tracar uma linha reta de um ponto qualquer a
outro ponto qualquer.

P2: E possivel prolongar uma reta finita indefinidamente em
linha reta.

P3: E possivel descrever um circulo com qualquer centro e
qualquer raio.

Py4: Todos os angulos retos sao iguais entre si.

Ps5: Se uma reta intercepta duas retas formando angulos interiores de
um mesmo lado menores do que dois retos, prolongando-se essas
duas retas indefinidamente, elas se encontrardo no lado em que os
dois angulos sdo menores do que dois angulos retos.
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Por intermédio destes postulados, Euclides construiu a
Geometria que se estuda hoje, tanto na Educaciao Basica como na
Superior, conhecida por Geometria Euclidiana. Através de uma breve
analise é possivel perceber que os postulados P1 e P2 estabelecem
a existéncia de uma reta determinada por dois pontos. Enquanto o P3
estabelece a existéncia do circulo, apenas com o raio e o centro. E,
no caso do postulado P4, apenas estabelece uma congruéncia entre
angulos retos.

No caso do postulado P5 (Figura 1), devido a sua forma de
escrita nao ser tao direta, diversos matematicos durante mais de dois
milénios imaginaram se tratar de um teorema e nao de um postulado.
Nesse sentido, de acordo com Coutinho (2001), o mesmo poderia ser
demonstrado a partir dos quatro primeiros postulados. Na tentativa
de melhorar o entendimento, outros enunciados surgiram. Dentre
estes, 0 mais conhecido foi o do matematico e fisico escocés, John
Playfair (1748-1819): “Por um ponto fora de uma reta passa uma
unica reta paralela a reta dada” (EVES, 2004, p. 589). Segundo Eves
(2004), isto se tornou o quinto postulado conhecido como postulado
das paralelas. Outras alternativas para o postulado das paralelas sao
as seguintes:

(1) Ha pelo menos um triangulo cuja a soma dos angulos internos é
igual a um angulo raso;

(2) Existe um par de retas igualmente distantes uma da outra em
todos os pontos;

(3) Por trés pontos nao-colineares pode-se tragar um circulo;

(4) Por qualquer ponto interior de um angulo menor que 90° pode-se
sempre tracar uma reta que intercepta ambos os lados do angulo.
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Figura 1 - O quinto postulado de Euclides.

Fonte: Carvalho (2014, p. 19).

Assim como mencionado, por quase dois mil anos matematicos
se esforcaram para apresentar uma prova, isto €, uma demonstracao
para o quinto postulado. Apesar de fracassarem nesta tentativa, os
esforcos foram essenciais para o surgimento de novas Geometrias.

Tentativas frustradas de demonstracbées

Como nenhuma das tentativas em provar o quinto postulado
teve éxito, chegou-se a conclusao: nao existe uma demonstracao
parao postulado das paralelas, considerando os quatro primeiros
postulados como hipétese. Alguns matematicos no decorrer da
histdria fizeram tentativas, mesmo que fracassadas para a prova dos
postulados das paralelas. Dentre elas, destacam-se:

Ptolomeu (90 - 168 d.C.), escreveu um livro sobre o postulado
das paralelas com o titulo: “Linhas prolongadas de dngulos menores
que dois angulos retos encontram-se uma com a outra”. Este fato
foi citado posteriormente por Proclus (410-485 d.C.), afirmando que
Ptolomeu cometeu um equivoco em admitir que a propriedade (que
leva o nome do seu livro) seja verdadeira somente sob a validade
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do postulado das paralelas. Desta forma, de acordo Wolfe (1945),
Ptolomeu assume que as propriedades aceitas para os angulos
interiores de um lado da reta transversal também devem ser validas
para os angulos do outro lado.

Posteriormente, o proprio Proclus (410-485 d.C.) propds uma
prova. Com o argumento de mostrar que dadas duas retas paralelas,
se uma transversal intercepta uma delas, devera entao interceptar
a outra. Desta forma, em sua demonstracdo acaba admitindo que
duas retas paralelas sdo equidistantes. Contudo, essa afirmacao é
valida apenas dentro da Geometria Euclidiana como consequéncia
do quinto postulado.

Em seguida, Nasiraddin (1201-1274), astrbnomo e matematico
persa, possivelmente pode ter sido o primeiro a dirigir sua atencao
para o quinto postulado, utilizando o teorema da soma dos angulos
internos de um triangulo. Entretanto, de acordo Wolfe (1945), sua
demonstragcdao também acaba implicitamente considerando como
verdade o quinto postulado.

Em 1663, o gedbmetra inglés John Wallis (1616-1703), na
Universidade de Oxford, ofereceu uma prova de sua autoria para o
quinto postulado. Nessa prova, segundo Rocha (2013), ele desprende-
se da ideia de assumir retas paralelas sendo equidistantes. Assim,
propds um novo axioma: Seja um triGngulo AABC e um segmento
DE quaisquer. Existe um triGngulo ADEF (tendo DE como um de
seus lados) que é semelhante a AABC, substituindo o postulado das
paralelas. Infelizmente, ndo fez mais do que dar um novo enunciado
ao quinto postulado proposto por Euclides.

Giorolamo Saccheri (1667-1733), no século XVIII, professor
jesuita de Matematica em Pavia, na sua tentativa de provar o quinto
postulado utilizou o método reducdo ao absurdo. Entretanto, seu
trabalho ndo conseguiu convencer outros matematicos. Apesar disso,
€ interessante que suas conclusdes se aproximaram do que hoje se
chama de Geometria nao-Euclidiana. O curioso é que, de acordo
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Ronan (2001), Saccheri rejeitou-as imediatamente, declarando que
uma Geometria dessa espécie era repugnante.

Na tentativa de provar o quinto postulado, o matematico suigo
Johann Heinrich Lambert (1728-1777), parece ter tido consciéncia de
nao ter conseguido. De acordo Boyer (2010), ninguém mais chegou
tao perto da verdade sem descobrir as Geometrias nao-Euclidianas.
Apesar dos esforcos empreendidos na época para se encontrar
uma demonstragdo para o quinto postulado, no inicio do século
XIX surgiram as primeiras suspeitas de que a demonstragao tanto
procurada era impossivel (ROCHA, 2013). Os primeiros a perceber
este fato foram os matematicos Carl Friedrich Gauss (1777-1855),
Janos Bolyai (1802-1860) e Nicolai Lobachevsky (1793-1856). Assim,
seus trabalhados consistiram na negagao do quinto postulado o que
motivou o surgimento de Geometrias nao-Euclidianas.

Surgimento das Geometrias nGo-Euclidianas

Na primeira metade do século XIX foi descoberta uma
Geometria autoconsistente, distinta da Geometria de Euclides. Com a
substituicao do quinto postulado, ou postulado das paralelas, surgem
dois tipos classicos de Geometrias nao-Euclidianas: Geometria
Hiperbdlica e a Geometria Esférica (EVES, 2011, p. 539).

De acordo com Coutinho (2001), enquanto na Geometria
Hiperbdlica o quinto postulado de Euclides é substituido pela seguinte
afirmativa: dado um ponto P, fora de uma reta r, existe mais de uma
paralela a esta reta r, na Geometria Esférica postula-se que nao
existe nenhuma reta paralela.

Carl Friedrich Gauss foi o primeiro a escrever sobre as ideias
de uma nova Geometria, embora nao tenha publicado tais escritos,
temeroso das reacdes pouco receptivas da comunidade cientifica da
época. Mas, de acordo com Tendrio et al. (1995), seus escritos foram
fundamentais, pois levaram a independéncia do quinto postulado.
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Contudo, Gauss compartilhou suas ideias com um colega da
Universidade de Gattingen, o matematico hungaro Farkas Bolyai. Em
carta, datada de 17 de dezembro de 1799, ele escreveu:

E verdade que cheguei a varias coisas que mui-
tas pessoas considerariam uma prova: mas, em
meus olhos, elas nada provam. Por exemplo, se
alguém conseguisse demonstrar a possibilidade
de um tridngulo retilineo cuja area fosse maior do
que qualquer area dada, entao eu estaria pronto
para provar o conjunto da Geometria de maneira
absolutamente rigorosa. Muitas pessoas admiti-
riam isso como um axioma, mas eu nao. De fato,
seria possivel que a area ficasse sempre abaixo
de certo limite, ndo importando o quao longe os
trés vértices do triangulo fossem colocados (GAR-
BI, 2010, p. 101).

Foram trocadas diversas correspondéncias entre Gauss e
Farkas Bolyai, o que possivelmente indica que Farkas Bolyai também
empregou muita energia, sem resultados satisfatorios. De acordo com
Garbi (2010), Gauss teve muito tempo para publicar seus trabalhos,
mas jamais o fez.

Nesta época, Farkas Bolyai teve um filho com muita afinidade
para a Matematica, Janos Bolyai (1802-1860), que aos treze anos
ja se revelava um génio dominando completamente os calculos
diferencial e integral e outros ramos da Matematica superior, fato este
que o levou a se dedicar na demonstracao do quinto postulado onde
chegou a resultados interessantes. Em 1823, em uma carta ao seu
pai Farkas Bolyai, escreveu:

Revolvi publicar um trabalho sobre as paralelas,
tdo logo tenha o material organizado. O objetivo
ainda nao foi alcangado, mas tenho feito desco-
bertas maravilhosas que quase sou esmagado
por elas, eu criei um universo inteiramente novo a
partir do nada (GARBI, 2010, p. 102).

As palavras do pai em carta ao filho Janos Bolyai foram: “Pelo
amor de Deus, eu pego, desistal Tema, tanto isto quanto as paixoes
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sensuais, porque isso também pode tomar todo seu tempo, e priva-
lo de sua saude, paz de espirito e felicidade na vida!” (COUTINHO,
2001, p. 39). E possivel perceber a preocupacao do seu pai, visto que
se tratava de um problema aparentemente insoluvel.

E importante perceber que a Geometria nao-Euclidiana é
pouco divulgada entre os estudantes do Ensino Basico, enquanto
a Geometria Euclidiana exerce grande destaque. Por conta disso,
€ natural que esta Geometria seja inconscientemente considerada
como unica e universal entre estes estudantes. A ciéncia nao se
configura como verdade absoluta sendo esta, dinamica e mutavel.
Partindo desse pressuposto, € importante analisar e refletir sobre
seus conteudos e abordagens durante o periodo académico dos
estudantes, levando-os a considerar a mutabilidade da ciéncia.

De maneira independente, dois matematicos desenvolveram
essa Geometria Hiperbdlica: o russo Nicolai Lobachevsky (1792-
1856) e, quase que simultaneamente, o matematico hungaro Janos
Bolyai (1802-1860) que, apesar de suas convicgdes, nao aprofundou
suas pesquisas.

Entretanto, Lobachevsky dedicou mais de duas décadas a
sua descoberta. Em 1826, apresentou seu trabalho pela primeira
vez, na cidade de Kazan na Russia, sem nenhuma aceitacio, pois
suas afirmacdes colocavam em duvida a inquestionavel Geometria
de Euclides. Apesar disso, Lobachevsky publicou seus trabalhos
finalizando sua obra, a Pangeometria, em 1855 (posteriormente ficou
conhecida pelo seu nome). Uma curiosidade € que este texto foi ditado
pelo fato de o mesmo estar idoso e cego, confirmando a sua confianca
na sua descoberta e determinagao (COUTINHO, 2001, p. 39).

Dessa forma, com o surgimento da Geometria Hiperbodlica
questionamentos surgiram sobre a possibilidade de outras
Geometrias. Assim, o matematico alemao Georg Friedrich Bernhard
Riemann (1826-1866) contribuiu para a criagcdo da chamada
Geometria Esférica (ou Eliptica), que também ficou conhecida como
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Geometria de Riemann. Nesse trabalho sera apresentada uma
énfase na Geometria Esférica. Todavia, caso alguém tenha interesse
na Geometria Hiperbdlica, podera consultar Carvalho (2014, p. 24).

Elementos da Geometria Esférica

A Geometria Esférica admite os quatro primeiros postulados
da Geometria Euclidiana, com exceg¢ao do quinto postulado sendo
substituido pelo postulado de Riemann, a saber, P5: Por um ponto
dado P, fora de uma reta r, nao existe, paralela a esta reta r.

A escolha da Geometria Esférica se deu por conta da analogia

com o Planeta Terra ou Globo Terrestre. Tal entendimento leva os
estudantes a compararem os conceitos da Geometria Euclidiana,
bem como as aplicacoes que estdao diretamente ligadas a esta
analogia. Isto podera facilitar a compreensao dos conceitos e ajudar
a fazer uma interdisciplinaridade com outros campos do saber,
através da troca de informacoes e possiveis atividades em conjunto.
Em seguida, iremos definir o conceito de esfera e sua relagao com o
planeta Terra.
Definicao 1. Seja O um ponto do espaco e r um numero real positivo.
A superficie esférica € o lugar geométrico de pontos do espago que
mantém a mesma distancia r do ponto fixo O, chamado de centro da
esfera e, consequentemente, r o raio da esfera (Figura 2).

Figura 2 - Esfera.

Fonte: Carvalho (2014, p. 33).
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Nota-se que, segundo Tendrio et al. (1995), o postulado das
paralelas de Euclides nao vale na Geometria Esférica, pois por um
ponto P na superficie esférica fora de uma reta r (circulo maximo) nao
€ permitido tragar nenhuma paralela a reta dada. Assim, & possivel
notar que duas retas (circulos maximos) quaisquer possuem sempre
dois pontos comuns e opostos pelo diametro.

Para fins de comparacao sera considerado o planeta Terra
como uma esfera, embora a mesma seja ligeiramente achatada nos
polos e aproximadamente um elipsoide de revolucao (ALVES, 2010).
Na Figura 3, os dois pontos em destaque N e S sao chamados de
polos Norte e Sul, respectivamente, e o eixo que liga estes pontos
eixo polar.

A proposta de definir alguns elementos do Globo Terrestre tem
como finalidade compreender algumas aplicacbes da Geometria
Esférica. Neste caso, sera realizada uma breve explanacao sobre o
significado de tais definicoes.

Figura 3 - Eixo polar.

Fonte: Carvalho (2014, p. 34).

Inicialmente, cada circulo maximo no Globo Terrestre que passa
pelos Polos Norte e Sul determinam dois semicirculos denominados
de meridianos e, em especial, temos o meridiano de Greenwichl.

1 E o meridiano que passa sobre a localidade de Greenwich (no Observatdrio
Real, nos arredores de Londres, Reino Unido) e que, por convengao, divide o globo
terrestre em ocidente e oriente, permitindo medir a longitude.
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Observe pela Figura 4 que o Equador também é um circulo maximo (e
0 unico, considerando o plano perpendicular ao eixo polar passando
pelo centro), além de dividir o globo terrestre em dois hemisférios,
Norte e Sul. Os demais circulos formados pela intersecgcao de planos
paralelos ao equador sao chamados de paralelos (em especial temos
os Tropicos de Capricornio e Cancer, e os Circulos Polares Artico e
Antartico) que nao sao circulos maximos.

Figura 4 - Globo Terrestre.

il Sul

Fonte: Carvalho (2014, p. 36).

O planeta Terra possui um movimento em torno do eixo polar
de Oeste para Leste chamado de rotacdo que promove as sucessdes
entre dias e noites. Para encontrar os Pontos Cardeais € preciso
observar que o Polo Norte fica a frente de um observador que tenha
a direcao Leste a sua direita, onde a diregao Leste € o nascer do
sol. Desta forma, quando o dia esta amanhecendo em Portugal, por
exemplo, no Brasil ainda € noite e ainda vai amanhecer.

Na Geometria Esférica, os principais elementos em comparagao
com Geometria Euclidiana sdo: os planos (superficie esférica), as
retas (circulos maximos) e os pontos (TENORIO et al., 1995). Da
Geometria Euclidiana é sabido que a menor distancia entre dois
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pontos A e B é obtida percorrendo-se o segmento de reta que une
os dois pontos (Figura 5). No caso da Geometria Esférica, a reta
€ o circulo maximo e o segmento que une os pontos A e B é um
arco do circulo maximo (Figura 6). Com isso, a distancia na superficie
esférica dos pontos A e B € a menor porgao do circulo maximo que
contém esses pontos.

Figura 5 - Menor distancia entre dois pontos no plano euclidiano.

Fonte: Carvalho (2014, p. 36).

Figura 6 - Menor distancia entre dois pontos no plano esférico.

Me=nor distincia emre
sk pomias A el

Fonte: Carvalho (2014, p. 37).
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Relacdo entre arcos

Serao estabelecidas algumas relacées entre os elementos no
globo terrestre, para melhor comparar as distancias na superficie
esférica e poder realizar medidas de percursos em longas distancias
na superficie da Terra. Assim, a seguir vamos definir e estabelecer
uma relagao entre o arco de paralelo e o correspondente arco do
Equador.

O arco de paralelo € a menor porcao do circulo correspondente
ao paralelo (circulo perpendicular ao eixo-polar, distinto do Equador),
enquanto arco do Equador € a menor porcao do circulo correspondente
ao Equador.

E importante perceber que, como os meridianos convergem nos
polos, 0s mesmos se interceptam por varios paralelos e, a medida
que aumenta a latitude de um paralelo, € menor a distancia entre dois
meridianos. E possivel estabelecer uma relacdo entre um arco de
paralelo e o correspondente arco do Equador. Na Figura 7, tem-se
um arco ab do paralelo, ao arco AB situado no Equador:

Figura 7 - Arco paralelo.

Fonte: Carvalho (2014, p. 38).
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Temos ainda, OP = OB = OA = R raio da Terra, onde OP é
perpendicular a Cb raio do paralelo. Com isso, o triangulo ACOb é
retangulo em C, e podemos escrever:

Cb = Ob - sen (90° - @) ()
ou
Cb = Ob - cos (o). {0
Além disso,
arco de paralelo ab _ raio do paralelo Cb
arco do Equador AB ~ raio da Terra OB (1)
ou
Ab _Cb
AB OB (V)

Como OB = Ob, combinando (Il) e (IV), temos:
ab = AB - cos(). (V)

Triangulos esféricos

O estudo dos triangulos esféricos tem uma notavel importancia

na Geometria Esférica, pois através deles podemos encontrar, por
exemplo, a distancia entre dois pontos quaisquer na superficie
esférica. Iremos agora definir e estabelecer algumas relacdes entre
os elementos deste triangulo.
Definicao 2. Sejam A, B e C trés pontos distintos sobre uma esfera
€ nao pertencentes ao mesmo circulo maximo. A figura formada
pelos arcos de circulos maximos que une esses pontos dois a dois é
denominado triangulo esférico (vide Figura 8).

Na Figura 8, os lados BC, AC e AB do triangulo esférico sao
escritos, respectivamente, por a, b e ¢, e medidos pelos angulos
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subentendidos por eles no centro da esfera (podendo ser em graus ou
radianos), sendo definido pelo angulo do setor circular determinado
por dois vértices e o centro da esfera. E, os angulos do tridngulo
ABC sido os angulos esféricos 4, B e €, que podem ser reescritos
como BAC, ABCe ACB. Além disso, os triangulos esféricos possuem trés:
alturas, bissetrizes internas, medianas, com a mesma definicao dos
triangulos planos.

Figura 8 - Triangulo esférico.

e
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Fonte: Carvalho (2014, p. 39).

Propriedades: trilngulos esféricos

(1) A soma de duas faces quaisquer de um angulo triedro & maior do
que a terceira face;

(2) A soma dos trés lados de um tridngulo esférico € maior que 180°
e menor que 360° ou seja,0<a + b + ¢ < 360%

(3) A area de um triangulo esférico € dada pela formula:

S=R*(A+B+C)—n]=R%*E

sendo E o excesso esférico e representa o valor que a soma dos
angulos internos do triangulo esférico excede a 180°;

(4) A soma dos trés angulos internos de um tridngulo esférico é maior
que dois angulos retos (180°) e menor que seis angulos retos (540°),
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ou seja,
n<A+B+C<3n

(5) Dois lados de um triangulo esférico sao iguais se, e somente
se, 0s angulos opostos também sao iguais:

i1=bes A=8B

(6) Ao maior lado se opde o0 maior angulo e vice-versa;
(7) Asoma de dois angulos € menor que o terceiro acrescido de
180° e a diferenca € menor que o suplemento do terceiro:

A+ B < C+180°
A—-B<180°-C

Para maiores informagdes das demonstracbes das
Propriedades 1-7 considere a Ayres (1954).

Os triangulos esféricos podem ser classificados quanto a
medida dos angulos e dos lados. Quanto a medida dos angulos,
temos: retangulo (um angulo reto); birretangulo (dois angulos
retos); trirretangulo (os trés angulos retos). Quanto a medida
dos lados, temos: retilatero (um lado medindo 90°); birretilatero
(dois lados medindo 90°); trirretilatero (cada um dos lados
medindo 90°).

E possivel notar que se um triangulo esférico é
trirretangulo entao é também trirretilatero e ocupa exatamente
a oitava parte da superficie esférica. Uma das caracteristicas
da Geometria Esférica que a mais diferencia da Geometria de
Euclides € o fato de nao existir a nogao de semelhanga, ou



Inovacoes educacionais em matematica no Recdncavo 125

seja, nao é possivel num plano esférico desenhar duas figuras
que tenham a mesma proporcao. Nesse caso, hao se pode
encontrar um triangulo esférico que seja maior do que outro, e
gue tenha os mesmos angulos.

Dessa forma, a Geometria Esférica nao admite a
semelhanga entre triangulos, apenas congruéncia. Pois, a
area de um triangulo esférico depende apenas da soma dos
seus angulos internos. Consequentemente, na esfera todos os
triangulos com angulos congruentes tém a mesma area; logo,
sao congruentes. Portanto, na Geometria Esférica nao existem
triangulos com a mesma forma e areas diferentes.

Como a Geometria Esférica nao admite a semelhancga
de tridangulos, as férmulas envolvendo os lados (arcos) dos
triangulos esféricos sao distintas das usuais. Neste caso,
devemos recorrer a trigonometria esférica a qual admite a
seguinte proposigao:

Proposicao 1. Formula Fundamental:
cos(a) = cos(b) cos(c) + sen(b) sen(c) cos(A4) (V1)

onde a, b e ¢ sao os lados do triangulo esférico e 4 o angulo
esférico correspondente a Figura 8.

Essa formula é assim chamada porque, a partir dela,
todas as demais férmulas para os triangulos esféricos sao
obtidas. Esta formula (VI) relaciona os lados (a, b e ¢) do
triangulo esférico, e sua demonstracao pode ser encontrada
em Carvalho (2014, p. 44).
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O Teorema de Pitagoras

O titulo acima sugere uma pergunta: como sera o Teorema
de Pitagoras na Geometria Esférica? O Teorema de Pitagoras é
derivado dos postulados da Geometria Euclidiana (relacdo esta que
envolve os lados de um triangulo retangulo plano) e, de fato, a versao
Euclidiana nao é valida nas Geometrias nao-Euclidianas. Portanto,
nao temos o Teorema de Pitagoras na Geometria Esférica.

Podemos estabelecer uma relacido entre os lados de um
triangulo esférico retangulo a partir da férmula fundamental (VI), que
tera uma notacao diferente da Euclidiana. Caso consideremos um
triangulo esférico retdngulo em A, a formula fundamental (V1) tera a
seguinte notagao:

cos(a) = cos(b) cos(c).

Sendo esta a relacdo que envolve os lados do tridngulo
retangulo esférico.

Aplicagcbes da Geometria Esférica

A fim de motivar a introdugao das Geometrias nao-Euclidianas
na Educacao Basica, mais especificamente a Geometria Esférica,
serdo propostas algumas aplicagdes, ou seja, algumas tarefas
direcionadas a estudantes do ensino fundamental ou médio. As
mesmas sao extraidas de Polya (1995), Coutinho (2001), Valdeni
e Thomaz (2007) e Ayres (1954), trazendo comparacbes com a
Geometria Euclidiana, a fim de perceber algumas diferencas. Assim
segue:

Tarefa 1. Um urso parte do ponto P e percorre um quildmetro no
sentido sul. Em seguida, muda de rumo e anda um quildmetro no
sentido leste. Finalmente, muda outra vez de rumo, percorre um
quildmetro no sentido norte e chega exatamente ao ponto de partida.
Qual é a cor do urso? Nesta situacio sao pedidos os seguintes itens:
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1. Desenhar numa folha de papel o caminho percorrido pelo urso.

2. De acordo com a situacdo acima € possivel que o urso volte ao
ponto de partida? Anote suas conclusoes.

3. Desenhar numa bola de isopor o caminho percorrido pelo urso.

4. Analisando o caminho desenhado na bola de isopor: é possivel
para o urso voltar ao mesmo ponto de partida?

A Tarefa 1, além de fazer conexdes com a Geografia sobre
Pontos Cardeais (Norte, Sul, Oeste e Leste), procura refletir sobre a
nossa percepcao a respeito das superficies plana e esférica gerando
assim, um debate sobre a representacdo do Globo Terrestre e do
plano euclidiano. No caso da folha de papel (Figura 9), é possivel
perceber que sempre ficarao duas retas paralelas, enquanto na bola
de isopor (Figura 10) os circulos maximos irdo encontrar-se nos
polos. Tal situacao so é possivel na Geometria Esférica, onde o urso
parte do polo norte e a cor do urso é branca.

Figura 9 - Problema 1 na folha de papel  Figura 10 - Problema 1 na bola de isopor

10km 10km e + -

10km

Fonte: Carvalho (2014, p. 50)
Fonte: Carvalho (2014, p. 50)

Tarefa 2. Construa as figuras, como indicado abaixo:

1. Desenhe um triangulo qualquer numa folha de papel e com um
transferidor mega seus angulos e anote os resultados.

2. Desenhe um tridngulo qualquer numa bola de isopor € com um
transferidor mega seus angulos e anote os resultados.
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Na Tarefa 2, além de comparar o triangulo nas duas superficies,
€ possivel observar que a soma dos angulos do tridngulo esférico é
maior que 180°.

A proxima tarefa mostra que a soma dos angulos internos de
um triangulo esférico, além de ser maior que 180°, nao € constante.

Tarefa 3. Construa com fios elasticos um triangulo na superficie da
bola de isopor. Faca as conjecturas das situacoes abaixo.
1. Oqueaconteceracomosangulosseafastarmos progressivamente
0s vértices?
2. Quanto medira os angulos quando se inscreverem sobre um
equador da esfera?
3. Quanto medira a soma desses angulos?
Esta atividade propbe conjecturar e comparar os resultados
obtidos, e entender melhor as propriedades da soma dos angulos
internos dos tridngulos esféricos.

Tarefa 4. Utilizando uma bola de isopor, desenhe dois circulos
maximos perpendiculares e desenhe um terceiro circulo maximo
perpendicular aos dois ja construidos.
1. Em quantos triangulos a bola ficou dividida?
2. Quanto mede cada angulo desses triangulos?
3. Qual a soma dos angulos internos desses triangulos?
4, Como é classificado esse triangulo esférico de acordo com seus
lados e seus angulos?

Nessa situacao é necessario relembrar nocées de perpendicu-
larismo, além de propor uma discussao sobre a classificacdo dos
triangulos esféricos.

Tarefa 5. Dois navios, ambos na latitude 23° N, estiao afastados um
do outro 420 milhas maritimas. Se os dois navios, com a mesma
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velocidade, navegam rumo ao norte, 1.927 milhas, qual a nova
distancia entre eles depois do percurso?

Para desenvolver este problema é necessario o conhecimento
da relagao entre o arco do circulo maximo e um arco paralelo ao
mesmo. Observando as informagdes do problema, temos que a
distancia de 1.927 milhas percorridas pelos navios que equivale a
um arco de meridiano de 32° 07’, o que podemos escrever:

* Latitude de saida: 23° 00’ N
 Arco navegado ou A o= 32° 07" N;
« Latitude final: 55° 07'N

Como os navios na saida estavam no paralelo 23°, o corres-
pondente arco do Equador XY em milhas vem a ser:

XY = 420-sec(23°) = XY = 420-1,08636 = XY = 456,27.

A nova distancia procurada entre eles é dado por:

X = 456,27-c0os(55° 07')= x = 456,27-0,57191 = x = 261 milhas.
Tarefa 6. Considere as cidades de Huambo, na Angola, Africa, e Cruz
das Almas, na Bahia, Brasil cujas coordenadas sao:

Quadro 1: Coordenadas Geograficas de Huambo e Cruz das Almas

Cidade Latitude Longitude
Huambo 12°46'S 15°44'E
Cruz das Almas 12°40'S 39°06'W

Fonte: Carvalho (2014, p. 56)

Suponha agora que as duas cidades estejam na mesma Latitude
12°40'S, consequentemente, estarao em um mesmo paralelo. A partir
dessas informacoes, encontre a distancia entre essas duas cidades.
Faca uma conjectura e, apds fazer os calculos necessarios, discuta
0s resultados.
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Figura 11 - Comparando distancias na superficie esférica

</

— = Ares do parzlelo que centém B

2 ec.
l — = Arco do citculo mréximo ue contém B e C.

Fonte: Carvalho (2014, p. 57)

Basta considerar o triangulo esférico (Figura 11), onde o ponto
A esta situado no polo Sul, e o ponto B € a localizagao de Cruz das
Almas, enquanto o ponto C é a localizacido de Huambo. Logo:
* Olado AB = ¢ =90° - 12°40' = 77°20’;
* Olado AC =b=90°-12°40" = 77° 20';
* O angulo A = 15°4’ + 39°66' = 55°50'.
Agora, utilizando a férmula (VI), obtemos:
cos(a) = cos(b) cos(c) + sen(b) sen(c) cos(A)
= c0s(77° 20") cos(77° 20") + sen(77° 20') sen(77° 20') cos(55° 50')
=0,219278624 - 0,219278624 + 0,97566228 - 0,97566228 - 0,561602106
= 0,048083114+0,534598527
=0,582681643,
de modo que a = 54,36062298, ou seja, a = 54° 22', que equivale a
3.262 milhas, ou 6.041,22 km.

E possivel notar que tais tarefas possam permitir que os
estudantes apresentem uma reflexdao sobre os limites da Geometria
Euclidiana em outros contextos. Oportunizando reflexdes e discussdes
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acerca da Matematica, em particular da Geometria. Vale ressaltar, que
tais conceitos ndo necessita conhecimentos da Matematica superior.

Conclusao

No desenvolvimento do conhecimento matematico, a historia
mostrou grandes transformacdes matematicas acessiveis aos estu-
dantes da Educacgio Basica. Desta forma, evidenciar a abordagem
das Geometrias nao-Euclidianas para a Educagao Basica significa
proporcionar aos estudantes o acesso a outras ideias, com a finali-
dade de ampliar seu conhecimento e pensamento geométrico.

A titulo de exemplo, este trabalho apresenta um breve
relato das discussbes acerca do quinto postulado de Euclides que
perduraram por séculos, demonstrando os esforcos empregados de
varios matematicos com o intuito de demonstra-lo. Mesmo que sem
éxito tais discussoes criaram possibilidades para outras geometrias e
possibilitaram uma nova maneira de analisar o mundo nao-Euclidiano.
Desta forma, esses fatos historicos contribuiram para as mudancas
ocorridas na Geometria de um modo geral.

A fim de fixar o entendimento do texto, tarefas foram analisadas
com a finalidade de compreender os conceitos da Geometria
Esférica fazendo, na medida do possivel, comparacoes desta com a
Geometria Euclidiana Plana. Além disto, a manipulagao de materiais
como o globo terrestre, a folha de papel, a bola de isopor, dentre
outros utilizados facilita o entendimento dos conceitos empregados,
aumentando a possibilidade de abstracao dos modelos geométricos
em questao.

Vale ressaltar que o docente, em qualquer nivel escolar, deve
ter um conhecimento profundo e amplo do contelddo a ser ministrado
em sala de aula, buscando conhecer sua origem e possiveis
aplicagdes. Muitas vezes, os professores e estudantes tem contato
com a Geometria apenas pelos livros didaticos que, em alguns casos,
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abordam os conteudos de forma superficial, além de apresentarem
erros nas definicdes, conceitos ou aplicacoes (LIMA, 2001). Assim, a
busca do professor em conhecer mais e melhor, abre os horizontes
dos alunos, fazendo-os refletir, inferir outros conceitos, construir
conhecimento.
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Estratégias de geometria nao Euclidiana
com fractais no Ensino Médio

Janio Paim de Jesus
Ariston de Lima Cardoso
Genilson Ribeiro de Melo

Introducao

Este artigo foi fruto da dissertagao de mestrado, no Programa de
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (Profmat),
na Universidade Federal do Reconcavo da Bahia (UFRB), campus
Cruz das Almas. Dessa forma, o referido escrito tem como objetivo,
por meio de uma sequéncia didatica, introduzir na Educacao Basica a
Geometria Nao Euclidiana (GNE) com énfase na Geometria Fractal.

Esse estudo se justifica por trés situacdes: (a) a nao existéncia
da indicagdo do ensino da Geometria Nao Euclidiana na Educacao
Basica pelos documentos oficiais do estado da Bahia, tendo apenas
os axiomas e postulados da Geometria Euclidiana como fundamentos
para o ensino da geometria; (b) mostrar aos estudantes a presenca
de figuras na natureza com propriedades e caracteristicas que fogem
aos padroes da Geometria Euclidiana; (c) conceber que a utilizagcao
das Tecnologias Digitais de Informacdo e Comunicacdo (TDIC)
na educacao € uma ferramenta poderosa no processo de ensino
aprendizagem.

Parametros Curriculares Nacionais (PCN)

A crianga ao se relacionar com o0 meio em que vive se depara
com diversos tipos de linguagem. Uma das linguagens mais
significativas é a da forma. Desse modo, através do tato, a crianca
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tenta manipular alguns corpos. E nesse primeiro contato que a crianca
inicia o aprendizado do mundo das formas.

Nesse sentido, a orientacdo contida nos PCN no tocante ao
ensino da Geometria na Educacao Basica mostra que:

[...] e esse trabalho for feito a partir da explora-
¢ao dos objetos do mundo fisico, de obras de arte,
pinturas, desenhos, esculturas e artesanato, ele
permitira ao aluno estabelecer conexdes entre
a Matematica e outras areas do conhecimento
(BRASIL, 1998, p. 39).

Sendo assim, os PCN pressupdem que o professor desenvolva
atividades que visem proporcionar a interacdo do estudante com o
meio em que vive, desde as séries iniciais do Ensino Fundamental.

Orientagbes Curriculares — Bahia

No estado da Bahia, no ano de 2015, a Superintendéncia
de Desenvolvimento da Educacao Basica, no nome da Secretaria
Estadual de Educacdo, organizou um documento que versava
sobre os conteudos para o Ensino Médio na area da Matematica.
Neste documento, fica claro a concepcao de aprofundar o conteudo
referente a geometria no Ensino Médio, quando ele cita os eixos
integradores do conhecimento matematico:

No Eixo 2, Modelagem Geomeétrica no Plano e no
Espaco, parte-se da compreensao de que o de-
senvolvimento do conhecimento geométrico co-
meca nas séries iniciais, mas somente nas series
finais do Ensino Fundamental o(a) estudante rela-
ciona as propriedades geomeétricas, e no Ensino
Médio surge a maioria das situagdes de raciocinio
hipotético-dedutivo (BAHIA, 2015, p. 13).

Nesse sentido, &€ necessario que o professor, do segmento do
Ensino Médio, possa estimular os estudantes no desenvolvimento de
suas habilidades e, sempre que possivel, estabelecer um meio para
que o conhecimento possa ser expandido.
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Diretrizes Curriculares — Parand

A proposta do trabalho da disciplina de Matematica contida nas
Diretrizes Curriculares para a Educacao Basica do Estado do Parana
traz como conteudos estruturantes da disciplina, que eles definem
como sendo os conteudos de grande amplitude, cinco grandes blocos:
Numero e Algebra, Grandezas e Medidas, Geometrias, Fungdes e
Tratamento da Informagao.

Segundo as Diretrizes do estado do Parana (PARANA, 2008, p.
55), no topico das “Geometrias”, um dos seus pontos €:

 Nocbes de geometrias nao-euclidianas: geometria
projetiva (pontos de fuga e linhas do horizonte);
geometria topoldgica (conceitos de interior, exterior,
fronteira, vizinhanga, conexidade, curvas e conjuntos
abertos e fechados) e nogcao de geometria dos fractais.

Por esse topico podemos perceber que, ja no Ensino
Fundamental € possivel a introducao da geometria Nao Euclidiana
na Educacgao Basica. Como o nosso foco € o Ensino Médio, sobre
isso, as Diretrizes apresentadas sugerem que sejam aprofundados
os conhecimentos da geometria euclidiana (Geometria Plana,
Geometria Espacial, Geometria Analitica), com os seus teoremas e
suas respectivas demonstracoes.

Geometria Euclidiana (GE)

A colegao “Os elementos”, nos seus treze livros, traz quase
todo o conhecimento matematica até entdo produzido. Segundo
Hygino (2001), Euclides teve uma atengao especial a Geometria, ao
afirmar que “Os Elementos dedicam um bom espaco a teoria dos
numeros (trés livros), mas o enfoque geométrico permeia toda a
obra”. Euclides representava os numeros por segmentos de retas.
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Segundo Hygino (2001), Euclides indicou os seguintes axiomas

e postulados:

Axiomas

Postulados

Coisas que sao iguais a uma mesma coisa sao iguais
entre si.

Se iguais sao adicionados a iguais, os resultados sao
iguais.

Se iguais sao subtraidos de iguais, os restos sao iguais.
Coisas que coincidem uma com a outra, sao iguais.

O todo & maior do que qualquer uma de suas partes.

Existe uma unica reta contendo dois pontos dados
Todo segmento de reta pode ser estendido indefini-
damente em todas as diregdes.

Existe uma circunferéncia com quaisquer centro e raio
dados.

Todos os angulos retos sao iguais entre si.

Se uma reta intercepta outras duas retas formando
angulos colaterais internos cuja soma & menor do
qgue dois retos, entdo as duas retas, se estendidas
indefinidamente, interceptam-se no lado no qual estao
0s angulos cuja soma é menor do que dois retos.

Mesmo naquela época, sendo os axiomas e postulados tidos
como verdade, o quinto postulado levantou a duvida de varios
matematicos. Sendo assim, a busca pela prova do conhecido como
“5° Postulado de Euclides” ou “O Postulado das Paralelas” foitrabalho
de alguns Matematicos. A partir de entdo, temos a descoberta das
Geometrias Nao euclidianas.

Geometria Nao Euclidiana (GNE)

Verdades aceitas na GE, como, por exemplo, a menor distancia
entre dois pontos € um segmento de reta, pode nao ser aplicada nas
GNE — por exemplo, a menor distancia entre os pontos B e C da
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esfera de centro A e raio AB, sera o arco BC de centro A, contida no
circulo maior desta esfera (Figura 1).

Figura 1 - Distancia entre dois pontos da esfera

Fonte: Construida pelo autor

Caso estivéessemos na G.E., a menor distancia em questao
seria 0 segmento de reta BC.

Dentre as Geometrias Nao Euclidianas, temos a Geometria
Esférica que é uma area que pode ser trabalhada na Educacgao
Basica sem muitos problemas, por ter como base uma figura comum
aos estudantes e, de certa forma, poder encontrar modelos dentro do
contexto dos alunos.

Outra Geometria Nao Euclidiana que pode ser aplicada na
Educacao Basica é a Geometria do Taxista. Para iniciar esse tema
imagine a seguinte situagao: “Uma pessoa quer se locomover de
carro da sua casa, localizada no ponto A, até a casa de sua mae,
que fica no Ponto B. Através do mapa das ruas, qual sera o menor
caminho possivel?”.

Sera que podemos usar a tdo conhecida maxima da Geometria
Euclidiana que diz que “a menor distancia entre dois pontos € uma
reta”? Obviamente, ndo. Casos como este podem ser usados como
motivadores para introduzir a Geometria do taxista.
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A geometria dos fractais

A Geometria Euclidiana é pautada no estudo de formas
regulares, como por exemplos, os poligonos e as cobnicas. O
matematico, polonés que viveu na Franca, Benoit Mandelbrot iniciou
0 seu trabalho com os fractais no ano de 1958, na International
Business Machines (IBM). Segundo Mandelbrot:

Eu cunhei a palavra fractal do adjetivo latino
fractus. O verbo latino correspondente frangere
significa quebrar: criar fragmentos irregulares.
Portanto, é consideravel - e quao apropriado para
as nossas necessidades! - que, além de signifi-
car fragmentado (como em fragao ou refragao),
fractus pode também significa irregular, estando
ambos os significados preservados em fragmen-
to” (MANDELBROT, 1982, p. 17, grifos do autor).

Ao criar a palavra fractal, ele sugere que sejam partes irregulares
de um todo. Além disso, ele percebe que algumas figuras possuem a
propriedade da auto similaridade, na qual as partes do todo possuem
as mesmas caracteristicas do todo. Na natureza é possivel encontrar
diversas formas com tal propriedade, como por exemplo, uma arvore,
como o todo, e os seus galhos, e suas ramificacoes, como as partes.

Segundo Siqueira (2005, p. 1), uma definicdo simples de
fractal € que “sao objetos gerados pela repeticao de um mesmo
processo recursivo, apresentando auto semelhancga e complexidade
infinita”. Ele acrescenta que na auto similaridade, o mesmo objeto
visto em diferentes escalas, mantém as caracteristicas iniciais; a
complexidade infinita se justifica, pois sao figuras que podem sempre
ser aumentadas ou diminuidas, nunca conseguiremos reproduzi-las
completamente.

Alguns fractais famosos

No desenvolvimento do estudo dos fractais alguns matematicos
criaram fractais geométricos, 0s quais levaram 0s seus nomes.
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Veremos nesse topico o Triangulo de Sierpinski, a Curva de Koch e
0 Conjunto de Cantor.

Outro matematico polonés, Waclaw Sierpinski (1882 - 1969), a
exemplo de Mandelbrot, construiu o Triangulo de Sierpinski. Essa
figura é definida como um fractal, pois possuem as propriedades de
auto similaridade, infinitude e dimenséo nao inteira.

O triangulo de Sierpinski é obtido da seguinte forma:

* Seja um tridangulo equilatero num plano qualquer;

* Com vértices nos pontos médios dos lados do triangulo
inicial, constroi-se um outro triangulo equilatero e, retira-o
da figura.

» Na figura vasada resultante, repete-se os dois passos
iniciais infinitas vezes.

Dessa forma, obtemos o fractal desejado, conforme a sequéncia
da Figura 2. Note que esta figura, como dito antes, ao se considerar
uma parte, temos que as partes sdo semelhantes a figura inicial e,
além disso, pode-se sempre encontrar os pontos meédios dos lados
de um tridngulo e tragar outros triAngulos no seu interior, tornando-a
uma figura que tende para o infinito. Veremos mais adiante, como
determinar a sua dimensao.

Figura 2 — Tridngulo de Sierpinski

AL G50

Fonte: Triangulo

Fractais Naturais

Existem outros fractais que sao encontrados na natureza, os
chamados Fractais Naturais. Para a introducao da Geometria Nao
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Euclidiana na Educacgao Basica atraves da Geometria dos Fractais, o
uso dos fractais naturais pode favorecer o interesse dos estudantes
pelo conteudo.

Por exemplo, no leito de um rio (Figura 3), podemos perceber
as propriedades de infinitude (tem-se a ideia que a linha que delimita
o rio € infinita), a propriedade de auto semelhanca (analisando parte
do leito, esta se assemelha ao todo) e a dimensao nao inteira (nota-
se que em determinados espacos nao fica bem definido se temos
uma linha ou um contorno que se aproxima de ser uma superficie).

Figura 3 - Leito do rio

u

Fonte: Curiosidades (2014)

Dimensao Fractal

Em seus estudos, Mandelbrot percebeu que algumas situacoes
nao estavam bem definidas no espago euclidiano, o que fez com que
fossem usados os estudos do matematico alemao Felix Hasudorff
(1868 - 1942) no campo da topologia e do matematico russo Abram
Besicovitch (1891 - 1970) que ja trabalhava com dimensdes nao
inteiras.

Dessa forma, Mandelbrot desenvolveu um modo para
determinar a dimensao de um fractal, chamada de Dimensao Fractal
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ou Dimensao de Hausdorff-Besicovitch, calculado pela seguinte
formula:
_In(k)

— D _
k=n"¢©D ()

onde k é a quantidade de partes iguais que foi dividida a figura; n é o
comprimento de cada pedago em relagao ao todo e D é a dimensao
aproximada da figura.

Sequéncia Didatica dos Fractais (SDF)

Para que tenhamos um bom resultado na introducdo da
Geometria Nao Euclidiana na Educacao Basica, em especifico, no
Ensino Médio, propomos uma sequéncia didatica, que segundo
alguns autores que veremos a seguir, contribui significativamente
para 0 processo de ensino-aprendizagem. Nesse sentido, a
sequéncia didatica que apresentaremos, além de utilizar recursos
usuais de sala de aula (quadro, pincel, caderno), trara o uso de
recursos computacionais para que os estudantes possam interagir
com o conteudo, uma vez que esses sujeitos estao em contato com
diversos tipos de tecnologias no seu cotidiano. Os PCN destacam
que “O computador pode ser usado como elemento de apoio para
o ensino (banco de dados, elementos visuais), mas também como
fonte de aprendizagem e como ferramenta para o desenvolvimento
de habilidades” (1997, p. 35).

Utilizando da literatura, onde ja existem softwares livres que
realizam construcoes de fractais, medicdes de dimensdes e de
coeficientes que caracterizam o tipo de fractal, identificamos dois
softwares para o desenvolvimento deste estudo: o FractalCore e
0 Dood.al. O primeiro possui um banco de fractais bem definidos,
e conhecidos mundialmente, onde as alteragdes de iteracoes
proporcionam a analise numeérica das dimensdes e da auto
similaridade, conceitos fundamentais e de dificil relagdo ensino-
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aprendizagem para os discentes de niveis iniciais da Geometria
Nao Euclidiana. O segundo software possui uma caracteristica
qualitativa e intuitiva na formagao das imagens, trazendo fractais com
0 enriquecimento de cores e estruturas de facil utilizacao, ampliando
a interface e a usabilidade dos estudantes de modo motivacional
para o estudo da Geometria Nao Euclidiana, tornando-a prazerosa
e investigativa. Contudo, o manuseio destes, requerem algumas
informacdes e configuracdes iniciais de suas ferramentas.

O aplicativo FractalCore é um software livre, e s6 roda em
sistemas operacionais de 32 bits, e sera utilizado nesse estudo com o
objetivo de ilustrar o calculo da Dimensao de Hausdorff. O FractalCore
permite que, a partir de um banco de dados com alguns fractais prée-
formatados, possamos fazer as iteragdes que desejarmos, observar
as propriedades que caracterizam os fractais. Além disso, o software
que o usuario faca algumas alteracdes nas cores das figuras geradas.

Ao acessar o aplicativo, o usuario tera duas janelas, uma para
as configuragdes e outra para visualizacao dos fractais gerados. Em
seguida, na janela de configuracao, o usuario devera entrar no item
“File” da barra de ferramenta e selecionar “Load” para abrir a pasta na
qual se encontram os fractais pré-montados. Apds escolher o fractal
desejado, o usuario podera fazer as iteracdes que desejar no icone
“Iterations”. Dessa forma, o usuario tera, na janela de visualizacao, a
figura criada com as iteracoes que efetuar.

Ja o segundo aplicativo, usado como recurso computacional
nesse trabalho, € o software chamado Dood.al (THAPEN, 2014). Do
mesmo modo que o primeiro € um software livre, e esta disponivel
apenas no modo online. Dispondo de uma interface amigavel, permite
ao usuario que gere fractais a partir de outras figuras e suas iteracoes.

As ferramentas do Dood.al permitem que o usuario determine
a quantidade de iteracoes, clicando no botao “add frame”; faca as
manipulacoes que ele desejar, movendo as caixas; altere a resolucao
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da imagem, na ferramenta “resolution”; configure as cores do seu
fractal, nos botdes “paint tools”.

ApOds a escolha desses dois recursos computacionais que visam
criar um ambiente de interacado com os estudantes, cada um deles com
0 seu objetivo nesta aplicagido, apresentaremos como foi organizada e
aplicada a sequéncia didatica em uma turma do Ensino Médio, que tinha
como objetivo principal a introducao das Geometrias Nao Euclidianas no
ensino Médio, com o enfoque na Geometria dos Fractais.

Aplicacao da Sequéncia Didatica

A atividade foi desenvolvida no Centro Estadual de Educacéao
Profissional em Controle e Gestao do Nordeste Baiano Pedro Ribeiro
Pessoa, na cidade de Catu. A turma selecionada para a aplicacao da
sequéncia didatica foi a do 2 ano do curso Técnico em Meio ambiente,
composta por 18 estudantes. A turma foi informada uma semana
antes da aplicacao da atividade, quais eram os seus objetivos e qual
seria o tema da aula, ficando acertado que a aula seria no dia 20 de
fevereiro de 2017, no turno da manha, com previsao para 4 aulas (50
minutos cada aula).

Como objetivo geral, esta sequéncia didatica espera que o
estudante possa entender a Geometria Nao euclidiana através do
estudo da Geometria dos Fractais como elemento motivador.

Ja os objetivos especificos, pretendia que os envolvidos

pudessem:

» Perceber que algumas situagdes do cotidiano nao
podem ser explicadas pela geometria “tradicional”;

» Definir a Geometria Euclidiana, apresentando alguns
de seus axiomas e os cinco postulados;

e Introduzir as Geometrias Nao Euclidianas, ressaltando
as situagdes em que os Postulados de Euclides nao
se aplicam;
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* Apresentar a Geometria dos Fractais, expondo alguns
fractais famosos e alguns fractais naturais, com as
suas respectivas propriedades;

« Utilizar o software FractalCore para determinar as
dimensodes de alguns fractais;

» Utilizar o software Dood.al para a construgéo de alguns
e discursao dos mesmos;

 Analisar a aprendizagem dos estudantes pos-
realizagao da Sequéncia Didatica e suas contribuicoes
no estudo da Geometria Nao Euclidiana.

Na aplicagdo da sequéncia didatica, percorremos o0 seguinte
caminho metodoldgico: iniciamos a aula com uma motivacao que
pretendeu mostrar, através de uma situacao problema, as dimensoes
inteiras da Geometria Euclidiana e perceber que nem toda figura
podera ser expressa por uma dimensdo sera inteira; Como 0s
estudantes nao conheciam a histdria de Euclides de Alexandria,
de modo sucinto, fizemos uma abordagem histérica de sua vida,
enfatizando os seus livros da colecdo “Os Elementos” quanto as
questdes dos seus postulados; em seguida, mostramos a existéncia
de algumas geometrias nao euclidianas como a Esférica, a do Taxi e
a Fractal, especificando o ponto em que os postulados de Euclides
nao convém para cada caso; apos isso, discutimos os aspectos
histdricos e conceituais acerca da Geometria dos Fractais, mostrando
alguns fractais famosos e fractais naturais e, exemplificaremos como
calcular a dimensao de Hausdorff de uma figura; Como atividade
pratica, usamos o software FractalCore para calcular a dimensao de
alguns fractais e o software Dood.al para a construir alguns fractais
livres; por fim, abrimos o espago da aula para discussdes sobre o
tema trabalhado.

Como recurso diddtico, fizemos uso da lousa, da caneta
pincel, do apagador, da calculadora, do projetor, de video tutorial do
software, de computadores com internet e dos softwares Dood.al e
FractalCore.
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Em relacdo a avaliagao da atividade, esta foi verificada durante o
processo da aplicacao da atividade e nos momentos em que os alunos
fizeram as suas contribuigcdes. Além disso, apds a aula os estudantes
responderam um questionario sobre a aprendizagem do tema.

Resultados

A parte inicial da aula correu naturalmente, posto que o publico
alvo foi uma turma do 2 ano do Ensino Médio e, grande parte dos
estudantes, ja dominavam as nog¢des da geometria, como questdes,
por exemplo, que uma folha de papel oficio possui duas dimensdes
(comprimento e largura). As nocoes de uma, duas e trés dimensdes
eles tinham bem desenvolvido. Apenas desconheciam o fato de que
tais conceitos levantados faziam parte da Geometria Euclidiana. Na
verdade, os estudantes nunca tinham escutado falar do matematico
Euclides de Alexandria. Em relagao a apresentacao dos Postulados
de Euclides, aturmateve umaboa compreensao a partir dos exemplos
expostos de cada um dos cinco postulados em questao.

Na situacdo em que foi amassada uma folha de papel oficio
e questionado aos estudantes sobre a nova dimensdo, obtivemos
respostas no minimo curiosas. Como por exemplo, “a folha passou
a ter dimensado zero”, “a folha estara em outra dimensao” ou
ainda, “a folha tera dimensao infinita”. Os estudantes responderam
afirmativamente, quando questionados se a nova dimensao da folha
de papel amassada seria maior que 1 (um) e menor que 2 (dois).
Dessa forma, os estudantes puderam inferir que a nova dimensao da
folha amassada seria um numero decimal, compreendido entre 1 e 2.

Ao introduzir as Geometrias Nao Euclidianas, com algumas
negacgdes dos Postulados de Euclides e exemplos da Geometria
Esférica e da Geometria do Taxi, os estudantes perceberam as
possibilidades e percepcoes diferentes que eles poderiam introduzir
nos seus estudos.
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Com a Geometria dos Fractais, fizemos uma breve abordagem
histdrica, falando do seu criador Benoit Mandelbrot e, foi discutido
as propriedades dos fractais, a auto similaridade, a infinitude e a
dimensao fracionaria. As duas primeiras propriedades, os estudantes
conseguiram perceber facilmente ao observar alguns fractais famosos
e alguns fractais naturais. A dificuldade foi trabalhar com dimensao
nao inteira. A relagao de Hausdorff foi apresentada e, ao perceberem
a presenca do conteudo dos logaritmos, alguns estudantes tiveram
algum receio. Ao notarem que, apos a identificacdo das variaveis,
poderiam utilizar a maquina de calcular para determinar o expoente
(logaritmo), a aula ficou mais tranquila.

Como a parte pratica desta aula teve como foco determinar
a dimensao aproximada de alguns fractais e, de modo dinamico,
construir alguns fractais, usando os softwares para esses fins, 0s
estudantes puderam perceber como as iteracoes nas imagens
geravam os fractais. Para construir alguns fractais, usamos o software
online Dood.al. O objetivo destas construcoes foi perceber os efeitos
das iteracdes nas figuras e, de modo ludico, “brincar” com os fractais.
Nessa etapa, como os estudantes possuem muita imaginacao e
criatividade, além da habilidade com os recursos tecnoldgicos,
passaram grande parte do tempo construindo fractais e fazendo
perguntas sobre os nomes das figuras obtidas.

Por fim, foi aplicado um questionario sobre a aprendizagem
do estudo dos fractais nesta sequéncia didatica. As perguntas
feitas se referiam a itens relacionados aos conhecimentos prévios
e aos conhecimentos adquiridos pelos estudantes neste estudo.
Destacamos algumas das respostas mais significativas: 100% dos
estudantes alegaram desconhecer que a geometria estudada por
eles na Educagao Basica se tratava da Geometria Euclidiana. Sendo,
dessaforma, um ambiente em que impossibilitava os questionamentos
acerca dos Postulados de Euclides; 20% dos pesquisados disseram
que nao conseguiram compreender as propriedades dos fractais,
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principalmente a dimensao nao inteira das figuras. Julgando que
a dimensdo nao poderia ser um numero decimal. Nesse aspecto,
como foi usado a Relacao de Hausdorff para determinar a dimensao
aproximada de determinadas figuras, 27% dos estudantes
afirmaram que devido ao calculo envolvendo os logaritmos, tiveram
dificuldades. Os demais, afirmaram que o uso da calculadora facilitou
a resolucao e, compreenderam que a dimensao fractal se refere ao
expoente da formula utilizada; Em relagcdao ao uso dos softwares
(Dood.al e FractalCore) para a construgao de fractais, 80% dos
estudantes afirmaram que tiveram facilidade, tanto na realizacao
da atividade pratica, quanto na visualizacao das propriedades dos
fractais expostos. A habilidade dos estudantes com os recursos
computacionais favoreceu a realizacao da proposta do trabalho; com
a justificativa de ja existir muitos conteudos de Matematica no curso,
13% dos estudantes nao foram a favor da insergao do conteudo dos
fractais, como foi trabalhada na sequéncia didatica, no curriculo do
Ensino Médio. Ja 87% dos estudantes, por usar apenas um conteudo
ja trabalhado no curso e, terem a oportunidade de aumentar seus
conhecimentos, concordaram com inclusdo do tema.

Conclusao

Temos a certeza da importancia em se ter como base a
Geometria Euclidiana para o trabalho com a Geometria nas escolas.
Mesmo assim, notamos que € possivel a implementacdo de um
método para que as geometrias nao euclidianas tenham o seu
espaco na sala de aula e, por que nao, nos livros didaticos. Uma vez
que se discuta com os estudantes os cinco Postulados de Euclides e
mostre onde existem as falhas, os alunos terdo uma base solida para
ingressar os estudos em questao.

Dentre as Geometrias Nao Euclidianas mencionadas neste
estudo, a escolha de se trabalhar com a Geometria dos Fractais
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se deu pela natureza das suas caracteristicas, principalmente para
desmitificar a ideia das dimensoes inteiras. Além disso, as belas
figuras criadas a partir dos fractais podem motivar os estudantes
a buscarem as explicagdes de tais figuras, contribuindo para a sua
insercao na Educacio Basica.

Por fim, com a aplicagcdo da sequéncia didatica em sala de
aula, através do uso de software para dinamizar a aula, podemos
perceber que os estudantes envolvidos no trabalho, notaram a
importancia deste conteudo que mostra que nem todas as formas
possuem dimensodes inteiras. Além disso, com o uso dos softwares
puderam ser criadas belas figuras e, como a aplicacao da aula foi
em uma turma do curso Técnico em Meio ambiente, o fato de poder
encontrar na natureza figuras denominadas de fractais, encantaram
os estudantes. Os resultados do questionario de aprendizagem na
pos-sequéncia didatica, evidenciaram o interesse dos estudantes
pelos temas trabalhados e a possibilidade de se inserir as Geometrias
Nao Euclidianas, por via da Geometria dos Fractais nas escolas de
Ensino Médio do estado da Bahia, com o aporte das Tecnologias
Digitais de Informagao e Comunicacao (TDIC).

Nesse sentido, este trabalho sugere ao professor de
Matematica um modo de se trabalhar outras geometrias em sala de
aula, potencializando os conhecimentos dos seus estudantes.
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Estudo das funcoes trigonométricas
na roda-gigante

Leila Maria Salomado de Souza
Adson Mota Rocha

Introducao

Por muito tempo a Matematica foi ensinada pelo método
tradicional, entendido como “meio utilizado pelo professor para
comunicar a matéria e nao dos alunos para aprendé-la” (LIBANEO,
1998, p.64). O curriculotradicional preza pela elegancia da Matematica
sem se preocupar com novas ideias dos alunos e o principal interesse
do professor esta em transmitir aquele conhecimento oriundo de
matematicos renomados como Euclides e Newton (KLINE, 1976).

De acordo com a Lei n° 9.394/96, MEC/BRASIL, denominada
Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional, ver Brasil (1996),
o Ensino Médio tem como uma de suas finalidades a compreensao
dos fundamentos cientifico-tecnoldgicos dos processos produtivos,
relacionando a teoria com a pratica, no ensino de cada disciplina.
Partindo desse principio os curriculos sao organizados de maneira
pela qual os conteudos nao sejam ensinados apenas de forma
disciplinar, sem ligacido com a realidade ou restrito somente ao que
aparece nos livros didaticos.

Um desafio encontrado é escolher o conteudo a ser trabalhado
e sua metodologia. Sobre funcdes trigonométricas e suas relagoes,
Lima (2012) afirma que:

Uma propriedade fundamental das funcées trigo-
nomeétricas é que elas sao periddicas. Por isso sao
especialmente adaptadas para descrever fendbme-
nos de natureza periddica, oscilatéria ou vibrato-
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ria, os quais abundam no universo: movimento
dos planetas, som, corrente elétrica alternada,
circulacao do sangue, batimentos cardiacos, etc.
(LIMA, 2012, p. 239).

Esta afirmacéao induz que o estudo das funcoes trigonomeétricas
nao deve ser suprimido do plano de curso escolar pela sua importancia
em diversas areas do conhecimento como, por exemplo, Fisica,
Engenharia, Arquitetura e Ciéncias Bioldgicas.

Lima (2001) e (2012) informa que dificilmente sobre discussao
do conteudo das funcodes trigonomeétricas sao abordadas da forma
devida no Ensino Médio. O problema é ainda maior quando se trata
de fungdes trigonométricas inversas que na maioria das vezes nao
sao incluidas nos planos de curso.

Este artigo é parte do trabalho da dissertacdo de mestrado
Profmat, que trata de uma proposta de estudo de funcdes
trigonomeétricas e suas inversas através do GeoGebra (SOUZA,
2015). Nosso objetivo é apresentar uma proposta de estudo dessas
funcbes com um experimento pratico e o uso de construcoes
dinamicas utilizando o software GeoGebra. Pretendemos apresentar
essas ferramentas para que o professor possa explora-las em sala
de aula e o estudante obtenha uma melhor visualizagao dos graficos,
podendo relaciona-los com fenébmenos da realidade.

A fim de contribuir com o didlogo entre professor e escola sobre
a pratica docente, foram elaboradas as Orientagdes Curriculares
para o Ensino Médio em Brasil (2006), criadas através de discussodes
entre alunos e professores da rede publica, além de representantes
da comunidade académica. De acordo com essas orientagdes, na
pagina 69, diz que o ensino da Matematica pode contribuir para que
os alunos desenvolvam habilidades relacionadas a representacao,
compreensao, comunicagao, investigacdo e a contextualizacao
sociocultural.
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Baseando-se nas diretrizes educacionais, relataremos um
experimento aplicado numa turma do 2° ano do Ensino Médio de uma
escola publica da rede estadual da Bahia. O relato inclui as etapas de
aplicacao: planejamento do experimento, tutorial de construgao dos
graficos no GeoGebra e parecer de execugao na turma.

Planejando o experimento

Durante nossa pesquisa na internet visualizamos interessantes
propostas didaticas nas quais o professor pode realizar através
de um trabalho investigativo com seus estudantes. No Ambiente
Educacional Web, plataforma desenvolvida pela Secretaria de
Educacao do Estado da Bahia, na qual sdo organizadas aulas, com o
intuito de facilitar o trabalho do professor, podemos encontrar essas
propostas devidamente fundamentadas.

Encontramos um experimento com o objetivo de introduzir o
conceito de funcao periddica através de uma roda-gigante construida
com materiais reciclaveis. O experimento intitulado “A roda-gigante”
tem como objetivo motivar o estudo de arcos e angulos, das funcoes
trigonomeétricas e do conceito introdutdrio de funcao periddica. Este
material faz parte do portal M® Matemdtica Multimidia, que contém
recursos educacionais em formatos digitais desenvolvidos pela
Unicamp para o Ensino Médio de Matematica no Brasil e podem ser
encontrados em Soares (2010).

Além do experimento precisamos validar geometricamente
os dados coletados pelos alunos, para isso utilizaremos o recurso
computacional GeoGebra, o qual pode ser encontrado gratuitamente
na internet. De acordo com Giraldo, Caetano e Matos (2014), o uso
dessa plataforma enriqguece a abordagem do conteudo e o ensino
de Matematica. Com esse recurso diminuiremos o tempo gasto na
construgao dos graficos no quadro branco, além da possibilidade de
explorar essas fungdes de forma dinamica e com animacoes.
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Acreditamos que essa proposta possa motivar os estudantes
ao estudo das fungdes trigonomeétricas, contextualizando o conteudo
e facilitando o processo de aprendizagem.

Graficos dinamicos no GeoGebra

Esta secado visa fornecer um tutorial das construgbes dos
graficos das fungdes trigonométricas seno, cosseno, arco Seno e
arco cosseno, atraves do GeoGebra, utilizando o movimento de uma
roda-gigante.

O GeoGebra é um software livre destinado a aprendizagem de
conteudos matematicos de forma dinamica, desenvolvido por Markus
Hohenwarter da Universidade de Salzburg. Possui varios recursos
associados as trés grandes areas da Matematica: Geometria, Algebra
e Calculo. Além disso, tem interconexdo e criacdo de materiais
didaticos envolvendo planilhas de Calculo, graficos, Probabilidade e
Estatistica, com o objetivo de apoiar o ensino e aprendizagem em
Ciéncia e Tecnologia.

Parainstalar o software, acesse o site https://www.geogebra.org
clicando na opcao downloads. Escolha seu dispositivo (smartphone,
tablet ou desktop) e o sistema operacional. Execute o pacote de
instalacdo e aguarde até finalizar o processo. Com o GeoGebra
instalado, abra-o, clicando no icone da area de trabalho ou da lista de
programas. Neste trabalho a versao utilizada foi a 6.0 para desktop.

Roda-Gigante

Forneceremos um tutorial da construgdo da roda-gigante no
GeoGebra. O passo a passo ilustrativo se encontra em Souza (2015).
Esta animacao sera utilizada para simular os graficos das funcoes
trigonométricas, ver Figuras 1 e 2.


https://www.geogebra.org
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

Com a Ferramenta Ponto, marque o ponto 4 = (—2,2);

Com a Ferramenta Circulo selecione o centro A e raio 1 para
formar a circunferéncia c;

Com a Ferramenta poligono construa um triangulo rigido com os
pontos A(—2,2), B(—3,0) ¢ C(—1,0);

No campo Entrada digite Perpendicular(A, EixoY) para aparecer
areta f;

No campo Entrada digite Perpendicular(A4, EixoY) para aparecer
areta 9;

No campo Entrada digite Intersecao(c, g) para aparecer os pontos
BeC;

No campo Entrada digite Intersecao(c, f) para aparecer 0s pontos
GeF;

Com a Ferramenta Ponto, marque o ponto (H) na circunferéncia;
Com o lado direito do mouse cligue no ponto e configure-o em
Algebra — Repetir — Descrescente (para que o ponto gire no
sentido horario);

Cligue no ponto H com o lado direito do mouse habilitando a
animacdo. Utilize o botao de pausa no canto esquerdo inferior da
area do plano cartesiano sempre que necessario;

Com a Ferramenta Rotacionar, selecione os pontos H € A com
angulo de 60° (a roda-gigante tera seis cadeiras e 360°/6 = 60°);
Com a Ferramenta Rotacionar, selecione os pontos H' e A com
angulo de 60°;

Repita o processo com H”,H"”, I e I’

No campo Entrada digite Perpendicular(H, f ) para aparecer a reta
h e Intersegdo(H, f ), para aparecer o ponto j;

No campo Entrada digite Perpendicular(H, g) para aparecer a reta
i e Intersecdo(H, f), para aparecer o ponto k;

Pesquise ou construa uma imagem que lembre uma cadeira de
roda gigante, salvando-a numa pasta. Utilizando a ferramenta
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Texto, selecione inserir imagem. Cligue na janela de visualizagao
e aimagem figl aparecera em funcao dos pontos M e N,

17. No campo Entrada digite PontoMédio(M, N) para aparecer o ponto o;

18. Com a Ferramenta Reta crie o vetor OH = u;

19. No campo Entrada digite Transladar(figl,u);

20. Crie os vetores OH’ = j,0H” = e, 0H” = d,0l = w e Q] = v,

21. Faca a translagao da figl com cada vetor formado;

22. Trace os segmentos AH,AH’,AH”,AH"”, Al e Al’;

23. No campo Entrada digite Angulo(H, 4, F) para que o angulo a aparega;

Figura 1 - Imagem da roda gigante obtida apds os passos 1 a 23.

hlg

35

25

e @ il

Fonte: Elaborada pelos autores.

24, Oculte os elementos desnecessarios a visualizagao clicando
nos objetos da Janela de Algebra e configure-os com as cores e
estilos desejados.
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Figura 2 - Imagem da roda gigante obtida apds o passo 24.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Fungéo Seno

O grafico desta funcao descreve a dependéncia entre a altura
da cadeira em relagdo ao chao e o tempo do percurso desta cadeira,
no movimento de uma roda-gigante. Utilizaremos a roda-gigante
construida para simular graficamente como mostra a Figura 3.

1. Com o lado direito do mouse, clique no ponto H configurando-o
na cor vermelha e tamanho 7; faca o mesmo para o ponto K e
habilite o rastro;

2. No campo Entrada digite (a, y(H)) para aparecer o ponto L;

3. Configure o ponto L na cor vermelha, tamanho 7 e habilite o
rastro;
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4, Configure os eixos cartesianos selecionando direcao positiva
apenas;

5. Com a ferramenta Texto digite altura no Eixo Y € tempo no Eixo X;

6. O grafico sera gerado ao clicar na animagao (canto esquerdo
inferior da area do plano cartesiano).

Figura 3 - Imagem do grafico da funcao seno e a roda gigante.

o

altura

0 1 2 3 4 5 6
tempo

Fonte: Elaborada pelos autores.

Fungéo Arco Seno

O grafico desta funcao descreve a dependéncia entre o tempo de

percurso € a altura da cadeira, no movimento de uma roda-gigante,

ou seja, é a funcao inversa do seno limitada no intervalo [0;11] do

dominio. Utilizaremos a roda-gigante construida para simular o

movimento, como ilustra a Figura 4.

1. Com o lado direito do mouse, clique no ponto H configurando-o
na cor vermelha e tamanho 7; faca o mesmo para o ponto K e
habilite o rastro;
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2.

oo & W

Configure o ponto H em Algebra — Repetir — Crescente (para
que o ponto gire no sentido anti-horario);

No campo Entrada digite (x(H), &) para aparecer o ponto L;

No campo Entrada digite Reflexao(L, EixoY) para aparecer o pontoL';
Configure o ponto L' na cor vermelha, tamanho 7 e habilite o rastro;
Configure o angulo a entre 0° e 180°.

Figura 4 - Imagem do grafico da fungado arco seno e a roda gigante.

tempo

{

0 1 2 3
Fonte: Elaborada pelos autores.

Funcéo Cosseno

O grafico desta funcao descreve a relagao entre a posigao da cadeira
e sua altura em relacao ao chao, no movimento de uma roda-gigante.
Esta posicao € dada pelo angulo em radiano. Vejamos a construcao
do grafico dindmico no GeoGebra, ilustrado na Figura 5.

1.

Com o lado direito do mouse, clique no ponto H configurando-o
na cor azul e tamanho 7; faga o mesmo para o ponto J e habilite
0 rastro;
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No campo Entrada digite (a, x(H)) para aparecer o ponto P;

No campo Entrada digite Reflexdo(P, EixoX) para aparecer o ponto P’

Configure o ponto P' na cor azul, tamanho 7 e habilite o rastro;

Oculte o ponto P;

Configure os eixos cartesianos selecionando diregcao positiva

apenas;

7. Com aferramenta Texto digite altura no Eixo Y e posicao (angulo)
no Eixo X;

8. O grafico sera gerado ao clicar na animagao (canto esquerdo

inferior da area do plano cartesiano).

ook Wb

Figura 5 - Imagem do grafico da fungcao cosseno e a roda gigante.

altura

posicao (angulo)

™ 2n 3m

Fonte: Elaborada pelos autores.

Fungéo Arco Cosseno

O grafico desta funcao descreve a relagao entre a altura da cadeira
em relacdo ao chao e sua posicao, no movimento de uma roda-
gigante. E o inverso da funcao cosseno. Apresentaremos o protocolo
de sua construgao que simula este movimento ilustrado na Figura 6.
1. Com o lado direito do mouse, cligue no ponto H configurando-o na

cor azul e tamanho 7; faga 0 mesmo para o ponto J e habilite o rastro;
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2.

=

Configure o ponto H em Algebra — Repetir — Crescente
(para que o ponto gire no sentido anti-horario);

No campo Entrada digite (x(H), « + 3), para aparecer o ponto Q;
Configure o ponto Q na cor azul, tamanho 7 e habilite o rastro;
Configure os eixos cartesianos selecionando diregao positiva
apenas;

Com a ferramenta Texto, digite posicao (dngulo) no Eixo Y e
altura no Eixo X;

O grafico sera gerado ao clicar na animagao (canto esquerdo
inferior da area do plano cartesiano);

Configure o angulo a entre 0° e 180°.

Figura 6 - Imagem do grafico da funcao arco cosseno e a roda gigante.

32

posicao (angulo)

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

Fonte: Elaborada pelos autores.

Relato de experiéncia

O experimento A Roda-Gigante foi aplicado numa turma do 2°

ano do Ensino Médio de uma escola da rede publica, antes de iniciar
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os estudos sobre fungdes trigonomeétricas. Fizemos uma comparacao
dos graficos construidos pelos alunos através das relagdes: altura
(da cadeira) x angulo (posicao da cadeira) e angulo x altura, a fim de
encontrar a melhor funcao que modela este movimento. Os conteudos
iniciais arcos e angulos ja haviam sidos abordados.

O tempo necessario para realizagao da atividade foi de seis
horas/aulas, sendo divididas em: duas aulas para construcao da
roda-gigante; uma aula para medicées; duas aulas para construcao
dos graficos e uma aula para visualizacdo e comparagao a partir das
animacgoes feitas no GeoGebra. Vale ressaltar que foi pedido com
antecedéncia aos alunos que trouxessem 0s materiais necessarios a
realizagdo da aula: papelao, tampinhas de garrafa PET e barbante.
Os outros materiais foram disponibilizados pela unidade escolar:
lapis, borracha, régua, compasso, transferidor, papel milimetrado e
copias impressas de um mini transferidor.

A sala foi dividida em cinco grupos: quatro grupos com cinco
alunos cada e um grupo com quatro alunos. Para desenhar duas
circunferéncias de mesmo raio R, entre 5 cm e 15 cm, no papelao
e corta-las, formando dois discos, alguns alunos utilizaram o
transferidor de 360° pois nao sabiam manusear adequadamente o
compasso, porém apds o desenho tiveram dificuldade em encontrar
0 centro da circunferéncia, lugar onde deveriam inserir um lapis
posteriormente. Assim, eles solicitaram ajuda para desenhar com o
compasso. Nesse momento € importante que o professor incentive
o aluno no manuseio adequado dos instrumentos de desenho para
que os erros nas medidas sejam 0s menores possiveis. Ao construir
as circunferéncias foram marcados dois didmetros perpendiculares,
como indica a Figura 7. Nas extremidades dos diametros de uma
das circunferéncias foram coladas as quatro tampinhas de maneira
alternada, uma virada para baixo e outra para cima com o intuito de
fixar melhor os discos.
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Figura 7 - Molde da Roda.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Para construir o disco da base da roda-gigante foi necessario
desenhar uma circunferéncia com raio de aproximadamente 6 cm.
Para o suporte, foi preciso desenhar um hexagono formado por um
retangulo e dois triangulos isésceles de altura h um pouco maior que
o raio R, além de dois furos, como indica a Figura 8.

Figura 8 - Molde do suporte da roda-gigante.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Os alunos sentiram dificuldade em desenhar o retangulo do
molde, pois as medidas nao foram preestabelecidas. Isso fez com que
eles, por meio de aproximacoes, construissem a melhor sustentacao
da sua roda-gigante. Um dos grupos conseguiu construir o molde
usando os instrumentos de desenho régua e compasso pedindo
auxilio ao professor. Os outros fizeram a mao livre. Os alunos colaram
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o disco da base no retangulo do suporte, o mini transferidor, Figura 9,
e depois um lapis passando pelos furos indicados.

Figura 9 - Mini transferidor.

Fonte: Elaborada pelos autores.

A Figura 10 mostra uma mini roda-gigante, construida pelos
estudantes.

Figura 10 - A mini roda-gigante.

Fonte: Imagem dos autores.
Detalhamos agora a proxima etapa que foi a medicao dos arcos
e construcao das tabelas:
» Divisdo de tarefas para os componentes de cada grupo: dois
alunos para medicdo, um aluno para a notagao na tabela, um
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aluno para esbocar o grafico, um aluno para marcar o ponto no
grafico;

* Nadivisao daroda gigante em oito cadeiras (angulos de 0°, 45° e
90°, juntamente com seus simétricos na primeira volta), os alunos
marcaram pontos na extremidade utilizando o mini transferidor;

* Medindo a altura da cadeira da roda-gigante em relacio a base,
conforme ela se movimentava, os alunos perceberam que apds
0 angulo de 90° os valores das alturas comecavam a se repetir.
No momento de intervencgao foi dito que o grafico representava
movimento periddico da roda e por isso alguns valores se
repetiam. Além disso, nao era linear, pois a taxa de variacao da
altura em relagao ao angulo dada por

Ah  h(61) — h(6?)
A6 6,—6,

nao era constante no movimento.

A Figura 11 ilustra os alunos o processo de realizacdo do
experimento.

Ao término da construcdo dos graficos os alunos fizeram uma
comparacao com os demais grupos, notando que embora as rodas-
gigantes apresentassem medidas diferentes o comportamento dos
pontos foi semelhante, com valor maximo e minimo. Alguns ligaram
0s pontos com segmentos de reta e foi preciso uma intervengao, pois
para que o grafico fosse formado por retas a taxa de variacdo da
altura em relagao aos angulos deveria ser constante.

ApOs a atividade os alunos visualizaram o experimento no
computador. A roda-gigante construida no GeoGebra pbéde ser
explorada de modo dinamico, fazendo com que ao desenrolar o arco
no plano cartesiano as medidas fossem mais precisas € o movimento
virtual fosse semelhante ao real. Foi explicado aos alunos que se
tratava do grafico de uma funcao trigonomeétrica, pois ela é definida
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numa circunferéncia unitaria com sentido anti-horario através da
projecao ortogonal de um ponto contido na extremidade, sobre um
dos eixos cartesianos. No experimento o ponto é representado pela
cadeira da roda-gigante e a projecao € a altura da cadeira em relacao
a base de sustentacao.

Figura 11 - Alunos realizando a atividade.

Fonte: Imagem dos autores.

Definindo as fungdes seno e cosseno no ciclo trigonométrico,
concluimos que o grafico, altura X angulo, € mais bem representado
pela funcao cosseno. Para o grafico angulo X altura foi verificado que
nao representa uma fungao, pelo teste da reta vertical, dai limitamos o
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intervalo do dominio da relacao entre as grandezas, para os angulos
da meia-volta [0;71]. Neste momento definimosa funcao inversa do
cosseno (arco cosseno), apresentando a construgcao do seu grafico
feito no GeoGebra. De forma analoga, definimos a funcao inversa do
seno (arco seno).

Conclusao

Diversos tutoriais de construgcoes feitos no GeoGebra sao
encontrados com facilidade na internet, porém o que podemos notar
€ que os professores ainda sentem dificuldade em sua utilizagao por
nao terem uma familiaridade com o software e pela falta de tempo
em aprendé-lo. Neste trabalho, procuramos facilitar esse processo
através da abordagem do protocolo de construgdao dos tutoriais
ensinando o professor a adaptar os materiais encontrados as suas
experiéncias em sala de aula.

Lima (2007) criticao método tradicional de ensino da Matematica,
ressaltando que para o seu bom éxito € necessaria uma tripla acao:
conceitualizacido, manipulacao e aplicacdo. Para atender esses fins
procuramos criar uma proposta didatica através da aplicagao de um
experimento com graficos dindmicos, sem perder de vista o rigor
matematico do conteudo que o professor deve ter como bagagem.

Em Matematica € importante salientar que a formalizacao é
fundamental para que o aluno possa resolver questoes inerentes ao
conteudo em outros momentos sem perder de vista que a Matematica
€ baseada em argumentos validados através da logica. De acordo com
Lima (2007) “a conceituacao é indispensavel para o bom resultado das
aplicacbes” (LIMA, 2007, p. 140). Ap6s a aplicagcao do experimento e
de maneira contextualizada e interdisciplinar, chegamos a conclusao
de que os alunos foram levados a definicao das fungoes seno,
COSSeno, arco COSSeno e arco-seno, com a construgdo dindmica
dos seus graficos e algumas propriedades. Pudemos explorar a
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modelagem de fenbmenos oscilatérios que sao descritos por fungdes
trigonométricas devido ao seu carater periddico, além de relacionar
com outras areas do conhecimento.

Nao existe uma receita pronta para o sucesso no ensino de
Matematica. Aqui apresentamos uma metodologia diferenciada
de trabalhar um conteddo do Ensino Médio de maneira que fique
claro aos alunos a importancia de estudar Matematica através da
sua relagao com as situacoes cotidianas e do trabalho em equipe. O
GeoGebra é um excelente instrumento de validagdo geométrica de
ideias permitindo abordar conteudos matematicos de forma dinamica
e visual.

Esta proposta € motivadora e muito importante no contexto
sociocultural ao qual atuamos, buscando mudar a forma de
compreensao dos contextos matematicos. Acreditamos que ela nao
esta fechada no sentido de que pode ser adaptada dependendo da
abordagem do professor e o publico-alvo. Esperamos também que
seja proficuo em pesquisas e discussoes relacionadas a area de
ensino de Matematica.
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Um passeio pelas fracdes continuas

Fabricia da Conceicéao Lisboa
Danilo de Jesus Ferreira

Introducao

A teoria das fracbes continuas € um assunto de grande
relevancia na Matematica, pois constitui uma ferramenta muito
importante para o estudo de varios problemas, sobretudo aqueles
relacionados aos numeros reais. As fracdes continuas surgiram pela
primeira vez nas obras do matematico indiano Aryabhata (século VI
d.C.), para resolver equacdes lineares. O tema ressurgiu na Europa
do século XV d.C. por Pietro Antonio Cataldi (século XVI d.C.), de
Bolonha, que escreveu algumas raizes quadradas nesta forma,
dando um dos primeiros passos para o desenvolvimento da teoria.
O termo frac@o continua apareceu pela primeira vez em 1653 em
uma edicao do livro Arithmetica Infinitorum do matematico inglés
John Wallis. Na mesma época, o famoso fisico matematico holandés,
Christiaan Huygens, fez uso das fragdes continuas na construcao de
instrumentos cientificos, e mais tarde, no século XVIII e no inicio do
século XIX, Gauss e Euler exploraram muitas de suas propriedades.

Hoje em dia esta teoria ainda é tema de muitas pesquisas e
seu estudo nos permite compreender padrdes muito interessantes
sobre as representacoes dos numeros reais. Suas aplicacdes vao
além da matematica, podendo ser relacionadas com outras areas
do conhecimento como Fisica, Astronomia e Computacao. Neste
sentido, o objetivo deste capitulo € discorrer sobre a teoria das
fragdes continuas e exibir algumas de suas aplicacoes.

Na elaboracdo do mesmo, o qual é fruto da dissertagdo
apresentada ao Programa de Mestrado Profissional em Matematica
da UFRB (LISBOA, 2019), foi realizada uma pesquisa de carater
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bibliografica buscando elementos para sua fundamentagao teorica.
Foram utilizados como suporte tedrico os livros classicos sobre o
assunto, Niven (1991) e Santos (1998), além da publicacdo mais
recente de Moreira (2011).

Por fim, o capitulo esta desenvolvido em quatro secoes.
A primeira delas apresenta as ferramentas necessarias para o
desenvolvimento e compreensado do tema, partindo de conceitos
basicos de Divisibilidade, Maximo Divisor Comum e Algoritmo de
Euclides. Na segunda apresentamos a relacao das fragdes continuas
finitas com os numeros racionais, € nas duas Uultimas secoes
estabelecemos a relacdo das fragcbes continuas infinitas com os
numeros irracionais.

Pré-requisitos

O estudo das fracbes continuas se baseia fortemente no
conceito de divisibilidade e no Algoritmo de Euclides. Sendo assim,
reunimos nesta pequena secao 0s principais resultados sobre estes
temas que serao necessarios para a compreensao da teoria. Para dar
fluidez ao texto os resultados serao fornecidos sem demonstracoes,
as quais poderao ser encontradas nas referéncias, Lima (1976) e
Santos (1998).

Definicao 1.1. Dados dois numeros inteiros a e b diremos que a
divide b, denotando por a|b quando existir c € Z, tal que b = ac. Se
alb, diremos também que a € um divisor de b ou que b € divisivel por a.

O teorema a seguir apresenta as propriedades elementares da
divisibilidade.

Teorema 1.1. Sejamaq, b, ¢, d € Z. Entao,
i) 1la, ala e al0;

ii) se alb e b|c, entdo ajc;

iii) se alb e c|d entao ac|bd;
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iv) se alb e a|c entdo para quaisquer x,y € Ztem-se a|(xb + yc);
v)sealbeb =0, entdo |a| < |b|.

Definicao 1.2. Sejam a,b € Z com pelo menos um deles diferente de
zero. O Maximo Divisor Comum —MDC deaeb € um inteiro positivo
d tal que:

i) dla e d|b;

ii) se c € Z é tal que cla e c|b, entao c|d.

Usaremos a notacao (a, b) para representar o MDC de a e b.
Segue desta definicdo e do Teorema 1.1 que o MDC de dois inteiros
€ unico, e & o maior dentre todos os divisores comuns deles.

A seguir apresentamos um dos principais resultados da
Aritmética.

Teorema 1.2. (Algoritmo da Divisao Euclidiana)
Dados dois inteiros a e b,b # 0, existe um Unico par de inteiros g e r,
tais que

a=qb+r, 0<r<|b| (r=0¢ bla),

(g é chamado de quociente e r de resto da divisao de a por b).

Com o auxilio da divisao euclidiana construiremos abaixo,
o importante Algoritmo de Euclides. Este algoritmo, além de nos
fornecer um meétodo para se calcular o MDC entre dois inteiros,
também nos permitira exprimir qualquer numero real numa série
de fragdes estendidas, conhecidas como fragbes continuas. Sua
construcao sera baseada nos dois lemas a seguir.
Lema 1.1 (Euclides). Sejam a, b e n € Z tais que o MDC (a, b — na) existe.
Entdo, (a,b) existe e (a,b) = (a,b — na).
Lema 1.2 (Principio da Boa Ordenacao). Se S é um subconjunto nao
vazio de inteiros positivos e limitado inferiormente, entdao S possui um
menor elemento.
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De posse dos dois resultados acima, o Algoritmo de Euclides
€ estabelecido da seguinte forma: dados dois inteiros a e b com
a = b = 0, efetua-se sucessivamente as seguintes divisdes:

a=qb+n (0<r <b)
b=qu1+r2 (0<T2<T1)

Tl = q37‘2 + T3 (0 < T3 < Tz)

Th—2 = qnTn-1 T+ 0< < Tn—l)

Th—-1 = qn+1™n (rn+1 =0).

Segue imediatamente do Principio da Boa Ordenacido que para
algum natural n teremos r,,; = 0, pois do contrario obteriamos uma
sequéncia decrescente de inteiros positivos limitada inferior-
mente g >ry > 1, >+ > 1,4 >1,, > -+ 0Qque € absurdo. Portanto,
Th+1 = qn+1Tn € aplicando-se sucessivamente o Lema de Euclides
teremos que o MDC de a e b sera ;,, 0 ultimo resto nao-nulo na se-
gquéncia de divisbes sucessivas.

Finalizaremos esta segdao com o importante conceito de
sequéncias numericas.

Definicdo1.3. Uma sequéncia {x,} é dita crescente (resp. decrescente)
se Xn < Xpy1(resp.Xn = Xn+1) paratodo n € N. Em qualquer um
destes casos dizemos que ela € mondtona. Além disso, dizemos que
{x,} é limitada se existir uma constante ¢ > 0 tal que |x,| < c para
todon € N.
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Associado a esta definicao temos o
Teorema 1.3. Toda sequéncia monotona limitada de ndmeros reais
{xn} converge, isto &, existe um numero real [ tal que limx,, = I.

FracoOes continuas finitas
. , 67 , )
Considere o numero %5 O calculo do MDC dos numeros 67

e 29 através do Algoritmo de Euclides nos fornece a seguinte cadeia
de igualdades:

67=2-29+9
29=3-9+2
9=4-2+1

2=2-1+0.

. . . 67
A partir delas podemos expressar o numero racional > Como

67 2+ 2—2+ !
29 29 29
9
=2+ ! 2+ !
et 2T AT T
3+3 3+g
2
=2+ !
3+L1
4+7

Esta ultima igualdade exprime o numero racional % COmo uma espeécie
de fragdo estendida. Conforme a definicao a seguir, esta fragao

. . . ~ . 67
estendida & conhecida como a fragao continua de 5; e fornece uma

nova maneira de representa-lo.
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Definicao 2.1. Uma fracao continua € uma expressao da forma

1

a; + 1 (1)

a2+
a3+

a4+

onde os termos a1, az, as, ... sao inteiros. Estes termos sdao denomi-
nados de quocientes parciais.
O numero de termos de uma fracao continua pode ser finito
ou infinito. Se a quantidade dos numeros a;’s for finito dizemos que a
fragao continua é finita e, caso contrario, dizemos que ela é infinita.
A fragdo continua representada pela expressao (1) sera
denotada por[a4, ay, as, ... ]. Analogamente, a fragdo continua finita

Cl1+

serd representada pela notacdo [a1, az, as, ..., a,].
O resultado a seguir nos diz que apenas 0s numeros racionais
possuem representacgoes finitas.

Teorema 2.1. Toda fracdo continua finita representa um numero
racional. Reciprocamente, todo numero racional pode ser
representado sob a forma de fragao continua finita.

Demonstracgdo. A primeira parte da demonstracao é imediata. Para
estabelecer a reciproca consideremos um numero racional qualquer

p , com g # 0. Pelo algoritmo da Euclides temos que
q

p
a=a1+— (2)
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ondea, er,sdointeirose0<r,<q.Ser, =0, P sera um numero inteiro,
q
p 3 C
e, portanto, i [[a1]] = max{m € Z;m < q} é a parte inteira de a,.
No entanto, se r; # 0 escrevendo

41
q

J|Q| =

e fazendo a substituicdo em (2) obtemos
p 1
—=a1+—5, 0<nr <q.
K m

Agora aplicando o Algoritmo de Euclides em < obtemos
&1

q L)
_:a2+_, OST'2<T'1.
r n

Se r, =0, a prova termina, pois

P gy +— = [a1,,]
— = — = 1441,A42].
q a;

Caso contrario, se r, # 0, temos

que equivale a
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. . n .
Em seguida repetimos 0 mesmo processo com — € assim
2
sucessivamente. Pelo Principio da Boa Ordenacao existira um natural
n tal que r,, =0. Assim, a partir da cadeia de igualdades

p r
—=a +—, 0<nr<q,
q q
q L)
_=a2+_, OST2<T'1,
51 51
n 3
—=a3+—, OST3<T2,
W) W)
Th-3 -1
= an-1+ - ’ 0< -1 < Th-2,
Th— n—2
Th—2
it = an, r, =0,
Th—1
resulta que
b _
—=[ay,ap, ..., ap-1, ay]
q
estabelecendo o resultado. o

Uma observacao importante a ser feita € que numa fragao
continua [ay, ay, as, ... ], o coeficiente a, podera ser positivo, negativo
ou nulo, enquanto que os demais ay, az, ... sempre serao inteiros posi-
tivos. Este fato segue imediatamente do Algoritmo de Euclides.

Fracoes continuas infinitas

Vimos na secao anterior que toda fragao continua finita repre-
senta um racional, e reciprocamente, todo racional é representado
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por uma fracado continua finita. Nesta secao abordaremos a expansao
dos numeros irracionais em fracdes continuas (através do Algoritmo
de Euclides) caracterizando, portanto, todos os numeros reais.

Seja entdo a um numero irracional e seja a; = [[a]] a sua parte
inteira. Assim,

1
a=a;+—,
X1
onde x; = e é irracional e x; > 1. Podemos entao escrever da forma
-
i
X1 =a —_,
1 2 Xy
1 Y& . . .
onde a; = [[x1]], %2 = Y —a © irracional e x; > 1, irracional. Repe-
1 U2

tindo este processo recursivamente, obtemos

+1
a=a —
1 X
+1
X1 =a —
1 2 X,
1
Xy = az +— 3
P=as o 3)
+1
Xn = Ant1
" " Xn+1

onde todos os a;, s (i = 2) sao inteiros maiores ou iguais a 1 e todos
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os x;, s (i = 1) sdo irracionais maiores que 1. Vemos entado que a fra-
¢ao continua de a é infinita, e que para todo n natural vale a relagcao
a = [ay,ay, ..., ay, x,] 4)

1

Xn+1

sendo x, = a,_1 +

Exemplo. Considerando o irracional v3, temos que a, = [[y3]1 = 1 e dai

1 1
\/§=a1+—=1+—
X1 X1

para algum x; > lirracional. Mais precisamente,

1 V3+1
x: =
e, portanto,
1 1
V3=14+—=1+
X1 V3+1
2
V3+1
Agora como a, = [ > ] = 1, segue-se que
V3+1 1
=1+—
2 X
donde
! V3+1
Xy = = .
V31
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Logo,
1 1
\/§=1+x—=1+ 7
1 —_
1+x2
=1+ !
- 1
1+—=——
V3+1

Analogamente, como az = [[\/§ + 1]] = 2, segue-se que

1 1
\/§+1=XZ=(13+—=2+_
X3 X3
e, portanto,
1 V3+1
X3 = = .
TV3+1-2 2

Como x3 = x1 concluimos que X4 sera igual a x;, e desta forma ve-
MOos que a sequéncia ay, a;, as, ... sera dada por 1,1,2,1,2,1,2, .... Assim,

afracdo continua infinita que representa V3 sera

[1,1,2,1,2,1,2,1,2, ...].

Provaremos adiante (Teorema 4.6) a reciproca do resultado
estabelecido nesta segdo. Mais precisamente, mostraremos que toda
fragao continua infinita representa um irracional, e para isto, faremos
um pequeno passeio pelos convergentes de uma fragao continua.

Convergentes

Fixemos um racional £ com expansao em fracao continua dada
q

por
a1, a5, a3, ..., a,]

onde a, € um inteiro positivo, negativo, ou nulo, e a4, a,,as, ...

» An
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sao inteiros positivos, e consideremos as fracoes

a,
c -
17
L1
Chr=a -,
2 1 a,
1
a2+a—3
1
c,=a4+ 1
a3+"+ 1
an_1+a—n

Estas fracoes sao chamadas, respectivamente, de primeiro,
segundo, terceiro,..., n-€simo convergente da fracao continua
lay, ay, a3, ..., a,], sendo o n-ésimo convergente igual a prépria fragao conti-
nua. Em geral, o i-€simo convergente da fragao continua [a1, az, as, ..., a,],
€ definido por

¢ =lay,a5a3,...,a;] 1<i<n. (5

Se considerarmos

1
g =—=—, ondep; =a; e q =1
1 ¢

teremos,
1 a1a2 + 1 pz
=0 +—=—"—=— ondep,=a1a;+1 e g, =a,.
a a q2

Calculando c3, ¢, € c5 obtemos, respectivamente:
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C_a3P2+P1= p3

C mh a0 onde p3 =azp,+p1 e q3=azq; +q;

c=&=& onde py=mp3+pr e qu=a4q3+q
4 st G 0 4 4D3 2 4 493 T 42
aspy _Ps

(c =——— = onde =a + e =a + g,.
5 asds+tqs  qs Ds 5P4 T D3 qs 54 T 43

Os numeros pP; e q; tais que c¢; = % sao chamados, respecti-
vamente, numerador e denominador ‘do i-6simo convergente.
Observando as igualdades acima podemos conjecturar que estes
satisfazem as relacoes

pi = aipi—1 T Pi—
q; = a;qi—1 + q;—3.

No teorema abaixo provaremos, por inducdo, que estas
relacdes de fato se verificam.

. p; L ~ ,
Teorema 4.1. Seja ¢; = — o i-ésimo convergente da fragdo continua
i
[a1,az, ..., an]. Entao, o numerador p;e o denominador ¢; de c; satis-

fazem as relacoes
pi = aipi—1 + Pi2 (6)
q; = a;qi—1+ qi— @)
para todo i = 3,4,5, ...,n com as condi¢des iniciais

pi = aq, a1 =1,

p2 = aza; + 1, qz = ap.
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Demonstracgéo. De fato, a partir dos calculos feitos para ¢1, ¢, € C3
e segue que o resultado é valido para i = 3. Suponhamos agora que
as relagoes (6) e (7) se verificam paratodo j <icom3 <i < n.lIsto
significa que

_Pi _ibi-1 T Pi2

= ®

¢; =laq,ay, ..., aq;] = )
' i Yoq aqio i

Observando a expressao (5) que define o i-ésimo convergente vemos
que Ci+1 pode ser obtido de C; simplesmente pela substituicdo de a;
por a; + ai_l' isto nos diz que se pudermos mostrar que 0s nume-
ros vi-1,Pi-2,9i-1 € 4i—2 dependam apenas dos quocientes parciais
ay, az, -, -1, poderemos usar (8) para a obtengao de Ci+1 pois estamos
estamos assumindo, como hipotese de inducao, a validade de (8) para
todo j < i. Ora, como

Pi-1 _ 4i—1Pi—2 + Pi—3

qi-1  Qi—1Qi—2 + qi—3’

vemos que 0s numeros Pi-1 e 4i-1 dependem apenas dos numeros
ai—1 e dos numeros Pi-2,49i-2,Pi-3 eqi-3 0s quais por sua vez depen-
dem dos precedentes a’s,p’s e q’s. Desta forma Pi-2,4i-2,Pi-1 e qi-1
dependem somente dos primeiros i — 1 quocientes parciais aq, ay, ...,
a;—1 sendo independentes de a; e portanto ndo serao alterados com

a substituicao de a; por a; + . Podemos, portanto, utilizar (8) para

a1
a obtencao de ¢i+1, bastando, para isto, substituir a; por a; +

Ait1
De fato,

1
(ai + m) Pi-1 T Pi—2

Ci+1 = 1
<ai + m) qi-1+4i—2
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_ a;+1(ipi—1 + Di—2) + Di—1
a;+1(a;qi—1 + qi—2) + qi—1

_ Ai+1Di + Pi—1
ai+19; + qi—1

_ Pi+1
qit+1

finalizando a demonstracao.

Corolario 4.1. Asequéncia {¢;} € uma sequéncia mondtona crescente

de termos positivos.

Demonstragdo. Basta observar que q; = a;q;_1 + q;—; e que a; (i = 2)

e q; (i = 1) s30 todos positivos. o
O Teorema a seguir estabelece uma relagao que nos permitira

deduzir que para todo convergente c¢; :% temos que (p;, q;) = 1.

4

Teorema 4.2. Definindopp = q-1 = 1e, p-1 = qo = 0 arelacdo
Pidi-1 — Pi—14; = (1)’ 9

se verifica para todo i = 0 onde P: e 4: sao, respectivamente, o nu-
merador e o denominador do i-ésimo convergente C;-

Demonstragdo. Para i = 0 temos poqi—1 = P-1q0 = 1 = (—1)° uma vez
que Po =q9-1=1le p_; = qo = 0. Assumindo, como hipétese de
inducao, a validade do resultado (9) para algum > 0, mostraremos que
a mesma relacao também se verifica para i + 1. De fato, sabemos do
Teorema 4.1 que

Pi+1 = Qj+1Di + Di-1 © Gi+1 = Qi+19; + qi—1

e, portanto,
Di+19; — Piqi+1 = (@100 + i) — Pi(@i41q; + qi-1)
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= DPi-19; — Piqi-1
= (D ®@:iqi-1 — Pi-19,)-

Assim, utilizando a hipétese de inducao, obtemos
Pit1qi — PiGi+1 = (D1

estabelecendo o resultado. p; =
Corolario 4.2. Para todo convergente ¢; = q—l temos que (p;, q;) = 1.

i

Demonstracgdo. Pelo teorema temos que Pidi-1 — Pi—14: = (—1)",
Assim, qualquer divisor comum de p; e q; também sera um divisor
de 1 ou-1. Logo, o Maximo Divisor Comum P:de 9ie deve seriguala 1. o

Os convergentes apresentam propriedades muito interessantes.
Reunimos as principais delas no teorema a seguir.

Teorema 4.3. A sequéncia ¢y, ¢z, €3, ... dos convergentes de uma fragéo
continua satisfaz as seguintes propriedades:

(l) 1 <C3<cC3<Cy << Ciq1s
(ll) Cy > Cq > Cg >+ > Cy,

(i) c2i41 < €142 < Cpy-
Demonstracdo. Pelo Teorema 4.2 temos que
Pidi—1 — Pi—14; = (1)’

a qual é valida independentemente da fragcao continua ser finita ou
nao. Dividindo ambos os lados desta igualdade por g;q;,_; segue-se

que (-1

Ci—Ci1+= .
qiqi—1

(10)
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Agora como
_ bibi-2 — Pi-24i

Ci —Ci—2 =
qiqi—2

obtemos, usando o fato de p; = a;p;—1 + Pi—2 € q; = a;q;—1 + q;—2, que

al' —1)i_1 (11)
Ci— Cjp = ———.
' ' qiqi-2
De (11) obtemos
azi+3
C2i43 —C2i41 = ———— >0
q2i+392i+1
e
A2i4+2
Coiy2 = C2p = — ——— <0
' ' Q2i+292i

pois a; (i = 2),q;(i = 1) sao todos positivos. Assim,

Coi+1 < Ci43, VIi=0 (12)
donde

C1 < C3 < Csg < Cy < e < Coit1
e

Coi < Coit2, Vi=> 1 (13)
donde

C2>C4>C6>"'>C2i.

Isto estabelece os itens (i) e (ii). Quanto a (iii) note que a partir de (10)

segue que 1
Ci42 —Coip1 = — >0
2i+292i+1
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e, portanto,
Coi+2 > C2i+1, V120, (14)

Logo, combinando (13) e (14) resulta que
Coit1 < 42 < Cyi

estabelecendo (iii). o

Corolario 4.3. Nas condigdes do teorema anterior, sejam {czi+1} e
{c2i} as sequéncias de indices impares e pares respectivamente.
Entdo ambas convergem e

lim ¢;11 = lim¢y;.
i—0oo i—oo

Demonstracédo. Pelo Teorema 4.3, {¢2i+1} € uma sequéncia crescente
e limitada superiormente. Logo, pelo Teorema 1.3 ela é convergente,

digamos
lim C2i+1 = l['
[—>co

Analogamente, {¢2;} € uma sequéncia decrescente e limitada inferior-
mente, e, portanto, convergente, digamos

lim ¢p; =1,

{—oo
Sendo {g;} uma sequéncia crescente de termos positivos, resulta de
(10) que

}Lfg(czm — ) =0
e, portanto,

l[ = lim Criv1 = lim Cyi = lp.
[—00 [—00 [}

Provaremos adiante no Teorema 4.5 que se @ = [ay,ay,as, ... |,
entdo os limites [, = [; serao, na realidade, iguais a a. Isto nos diz que a



Inovacoes educacionais em matematica no Recdncavo 191

sequéncia de convergentes de indice impar fornece uma aproximacao
por falta para @ enquanto a sequéncia de convergentes de indice par
fornece uma aproximacao por excesso para «.

Teorema 4.4. Para qualquer numero real a temos

api—1 + Di-2
ai, as, .., i1, = ———— 15
[ai, a; i-1, a] s + Gy (15)

onde aq,ay, az, ... € uma sequéncia infinita de inteiros positivos com
a possivel excecao de a, e as sequéncias dos p;’s e q;’s sao dados
por (6) e (7), isto &,

po=1 p-1=0, Qo =0,q-1=1,
pi = a;pi—1 + Pi-2,
qi = a{qj-1 + qi—2, =1
Demonstragéo. Para n = 1 o resultado deve ser visto como

apo — pP-1
aqo —q-1

a =
que é verdadeiro pelas condigdes iniciais. Paran = 2 temos

ap;1 +po _aa; +1
aqy + qo a

[al, a] =

. , 1
o que e verdadeiro uma vez que [aq,a] = a; + —. Estabeleceremos
agora o resultado por indugao. Considerando verdadeiro o resultado
para[aq,a,, ..., a;_1, @] temos
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1
lay,ay, ...,a;,a] = [al, a, .., a_1,a; + E]
1
(ai + 5) Pi-1 t Di—2

B (ai + é) qi-1t+ qi—2

_ a(a;pi—1 + pi—2) + Di—1
a(a;qi—1 + qi—2) + qi—1
_ api + Di-1
aq; +qi—1
0 que prova o teorema. o

O corolario a seguir apresenta um interessante resultado de
otimizacao.

Corolario 4.4. Todo convergente ¢; = %de a satisfaz

L

la —¢| < =.
i

Demonstragé@o. Pelo Teorema 4.4 temos

Xip; + Di—1

a = [ay,az, ..., a;, %] = :
Xiq; + qi—1

Assim, utilizando o Teorema 4.2 obtemos
-1 i+1
g = DT (16)
q:(x;qi+qi-1)

e comoa,1 < x, por (3), segue-se que

1

la —¢;| < < .
' qi(xiq;i+qi-1)  9i(ai+19i+9i-1)

Resulta entao de (7) que



Inovacoes educacionais em matematica no Recdncavo 193

1 1
|la —¢;| < <=
qiqi+1 qi
pois a sequéncia {q;} é estritamente crescente. g

Teorema 4.5. Se a é irracional e {c;} é a sequéncia dos convergentes
da representacao de a como fragdo continua, entao

limc¢; = a.

i—00
Demonstrag@o. Basta fazer i —» oo no Corolario 4.4 acima. i

Finalizamos esta secao apresentando a importante relagao
entre os numeros irracionais e as fragcoes continuas infinitas e um
interessante método para o calculo de logaritmos.

Teorema 4.6. Toda fracdo continua infinita [a1, az, as, ... ] representa um
irracional. Reciprocamente, todo irracional é representado por uma
fragao continua infinita.

Demonstragdo. Escrevendo a = [aq, ay, as, ... | observamos pelo Teorema
4.3 que a esta entre ¢; e Ci+1 e, portanto, 0 < |a — ¢;| < |ciy1 — |, Vi 1.
Multiplicando por ¢; resta desigualdade e utilizando (10) temos

1
0 <l|aq; —pil <lcit1q; — ¢;iqil < :
qi+1

. L a N .
Supondo a racional, isto &, « = —, a e b inteiros com b > 0, a desigual-
dade acima, apos multiplicarmos por b nos fornece

b
lag; — bp;| < .
qi+1

Como a sequéncia dos q; e crescente podemos escolher i suficien-

temente grande de forma que < 1. Dessa forma o inteiro aq; — bp;

i+1

a
estard entre — 1 e 1 e portanto aq; — bp; = 0. Assim,a = 5= ¢ =lay, .., q;]

contrariando o fato de a@ = [ay, ay, ... ] ser uma fracdo continua infinita.
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Portanto, a deve ser irracional. A reciproca segue imediatamente
da discussao feita no inicio da secao anterior. O

Aplicacao - Método para calcular logaritmos

Para calcular o logaritmo log,, b1 onde 1 < by < by, determinamos duas
sequéncias

by, bs, by, ...

nq, Ny, N3,... MN;inteiros positivos

satisfazendo as seguintes relagoes:

1 Do
b' < by < by by =
1
b
1 1
by? < by < by?* by = (17)
2
b
1 k—1
b]r(lk < b1 < bzk-}— by = F
k

Tais sequéncias sdo construidas da seguinte maneira: como1l < by < by,
existe um inteiro n, > 0, tal que

ni ni+1
by' <by<b;'.
Assim,

n1+i

bo=b, (18)



Inovacoes educacionais em matematica no Recdncavo 195

para algum x; > 1. Definindo

by = (19)

temos1 < b, < by, de modo que existe um inteiron, > 0 tal que

by < by < b2

Assim,

ny -f'l

by =b, ™ (20)
para algum x, > 1. Definindo entao

b
b3=_1

nz
bZ

de modo que 1 < b3 < b, e existe um inteiro n, > 0 tal que
bi? < by < b3*
donde
1
by=b %
para algum x3 > 1. Repetindo este procedimento, obtemos as sequén-

cias {b;} e { n;} satisfazendo (17). Agora note que, a partir de (18) e
(19) obtemos

donde
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Logo, segue de (20) e (21) que

+1
X1 =n —.
1 2 )

Procedendo analogamente obteremos

X2 = N3 X
de modo geral,
1
X, =n, + (k =1). (22)
Xk+1

Portanto, segue de (18) e (22) que

_ 1
< ! 1) <"1+ ! 1)
ni+— ny+—
by = b, = b, 2
1
Tl1+ 1 1
ny+ 1
"
= b,
ou equivalentemente,
1
logy, b1 = I = [0,n4,ny,n3, ... ]
n, +
n3 + Ny +

Este método, juntamente com o Teorema 4.6, nos permitem concluir
que olog,, by para 1 < by < by € sempre um numero irracional.

Conclusao

Neste trabalho realizou-se um estudo acerca da teoria das
fragdes continuas, suas principais propriedades e algumas de suas
aplicacoes. Durante o estudo houve uma grande preocupacdo em
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apresentar umabase solida paraintrodugao do assunto, apresentando e
demonstrando os teoremas, proposicoes e corolarios necessarios para
a compreensao de tema. Apresentamos as principais caracteristicas
das fragdes continuas finitas e infinitas, associando-as aos numeros
racionais e irracionais, respectivamente. Além disso, foi realizado um
estudo sobre os convergentes, os quais fornecem excelentes métodos
de aproximacoes racionais para um numero real qualquer com erro tao
pequeno quanto se queira.

Com esse trabalho esperamos contribuir com aqueles que se
interessem peloassunto, principalmente com os professores da Educacao
Basica, onde o assunto € praticamente desconhecido. Consideramos
que outras pesquisas sao bem-vindas e sugerimos a aplicacao do tema
em sala de aula com o objetivo de pesquisa de campo. Dessa maneira,
os professores da area de matematica irao conferir concretamente o
resultado da aplicacido, podendo assim discutir possiveis melhorias e
aprimoramentos no ensino da matematica.
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Educacao Financeira nas aulas de
Matematica do Ensino Médio

Wilson Teixeira Vieira Filho
Sanzia Alves do Nascimento

Introducao

Dado o aumento progressivo da complexidade dos mercados
e produtos financeiros, bem como de mudancas demograficas,
politicas e econdmicas, a Educacao Financeira assume um papel de
fundamental importancia para a populagao em geral e seus governos.
Nos circulos académicos e politicos, os beneficios de ser alfabetizado
financeiramente sao amplamente relatados, principalmente no que
tange ao planejamento para aposentadoria, criacdo de riquezas e
combate a desigualdade. Lusardi, Michaud e Mitchell (2017) aponta
0 conhecimento financeiro inadequado como uma determinante
chave da desigualdade de riqueza, portanto deve-se buscar educar
financeiramente a populagdo como um mecanismo possivel para
reduzir as desigualdades (DE CLERCQ, 2019).

Nos ultimos anos, tem-se observado um aumento significativo
da importancia do tema Educacdo Financeira no ambiente escolar.
Varios autores tém defendido a visao da escola como forte aliada
na disseminacdo de boas praticas de consumo, através do
desenvolvimento de conceitos simples e contextualizados que
contribuirao para a autonomia financeira e a administracao do
dinheiro dos jovens, proporcionando-lhes uma melhor qualidade de
vida (GUIMARAES, 2018). E fundamental, portanto, a inclusdo da
Educacao Financeira como parte do curriculo nas escolas desde as
séries iniciais. Além disso, outras acdes devem ser tragadas visando
alcancar as demais faixas etarias da populacdo. Como ressalta
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Meneghetti Neto (2014), tanto os adolescentes quanto os adultos
continuam se endividando devido ao seu analfabetismo financeiro, o
qual contribui para a diminuicao da poupanca e restringe o nivel de
investimentos no pais.

Imprescindivel para uma boa pratica financeira, o controle do
proprio orcamento nao faz parte do cotidiano das familias brasileiras.
Conforme mostrou pesquisa' realizada pela Confederacao Nacional
de Dirigentes Lojistas (CNDL) e pelo Servico de Protecao ao Crédito
(SPC Brasil), 48% dos brasileiros ndo adotam nenhum meétodo para
controlar suas finangas, enquanto os 52% restantes o fazem com uma
frequéncia de analise de orcamento inadequada. Este levantamento
mostrou ainda que o planejamento do més com antecedéncia,
considerando a expectativa de receitas e despesas do més seguinte,
é feita por apenas 33% dos entrevistados (CDL, 2020). Além disto,
somente 15% dos consumidores entendem corretamente o conceito
de endividamento, apontando “corretamente, que alguém endividado
tem o pagamento de parcelas a vencer de compras realizadas a
prazo ou de empréstimos feitos” (SPC, 2019).

No Brasil, 0 numero total de cartdes (débito, crédito e de lojas)
chegoua748 milhdesem2012, o que corresponde aaproximadamente
quatro cartdes por habitante (MENEGHETTI NETO et al., 2014).
Atualmente, o Brasil tem a maior quantidade de cartdes de crédito e
débito em circulacdo da América Latina, com mais de 513 milhdes,
sem incluir os cartbes emitidos pelas lojas (MINSAIT, 2020).
Considerando que os cartbes sao uma das modalidades mais caras
de crédito, e que falta conscientizagao financeira aos brasileiros, a
situacao é preocupante. A facilidade ao crédito aliado ao descuido
com suas finangas pode aumentar o consumo além do poder de
compra do individuo. Devido as altas taxas de juros praticadas

1 - Amargem de erro é de 3,5 pontos percentuais para um intervalo de confianga
de 95%.
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por esta modalidade, isto levara inevitavelmente a uma situacao
de inadimpléncia e, consequente endividamento. De acordo com
Meneghetti Neto et al. (2014) estes fatores irao ser responsaveis pela
diminuicao do faturamento das empresas e a perda de arrecadacao
do governo. No inicio de 2020, existiam

61 milhdes de brasileiros com o nome negativado
no [...] (SPC). Segundo o Banco Mundial, apenas
3,64% da populacdo economiza para a aposenta-
doria, um dos indices mais baixos do mundo: a me-
dia na América Latina é de 10,6% [...]. Além disso,
apenas 28% dos brasileiros declaram ter poupado
algum dinheiro nos ultimos 12 meses, 0 14.° pior
indice do mundo (SPERANDIO, 2020, p. 1).

Na ultima pesquisa internacional sobre competéncias de
alfabetizagao financeira de adultos, realizada pela Organizacao
para a Cooperacao e o Desenvolvimento Econémico (OCDE)?, o
Brasil apareceu na 272 posicao entre as 30 nagdes que compdem a
entidade (OECD, 2016). Nesse estudo apenas 58% dos entrevistados
acertaram as perguntas sobre o tema inflacao e as consequéncias no
orcamento doméstico, bem abaixo da média dos outros paises que é
de 78% (RIBEIRO, 2016).

Atualmente, “[...] a poupanca continua como investimento
preferido de nove em cada dez brasileiros [...]. Porém, com a queda
da Selic, a caderneta deve render menos do que a inflagdo em 2020,
0 que significa uma perda no poder de compra” (SPERANDIO,
2020, p. 1). Isso demonstra claramente a falta de conhecimento do
brasileiro no tema.

Portanto, faz-se necessario instruir os cidadaos sobre o trato
com seu dinheiro, o que inclui conhecimentos basicos sobre temas
diversos, tais como financiamentos, taxas de juros, investimentos,
cartao de crédito, empréstimos consignados, poupanca, inflacao
(VIEIRA FILHO, 2019).

2 - Eminglés, Organisation for Economic Co-operation and Development (OECD).
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Neste sentido, partindo de uma breve analise do atual cenario
da Educacao Financeira no Brasil, este trabalho sugere ferramentas
que, a partir das competéncias estabelecidas na Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), contribuam para a inclusao da Educacgao
Financeira no programa de matematica do ensino médio, objetivando
fomentar a cultura de planejamento, prevencdo, poupanca,
investimento e consumo consciente.

Educagdo Financeira no Brasil

Deacordocomaanalise de MeneghettiNetoetal. (2014),acrisedo
mercado imobiliario e financeiro americano em 2008, com consequente
impacto na economia mundial, fez com que varios paises concluissem
que nao ha condicdes financeiras de manter uma maquina publica com
uma carga tributaria a niveis tao altos quanto os praticados atualmente.
Especialmente em paises emergentes e desenvolvidos, 0os governos
necessitam encontrar caminhos para a redugao de gastos e um maior
acompanhamento das suas consequéncias na economia, a fim de
reduzir dividas e encargos (VIEIRA FILHO, 2019). Nesta perspectiva,
a Educacao Financeira passa a ser um complemento fundamental da
conduta do mercado e da regulamentacao prudencial, uma vez que é
uma responsavel direta pela melhoria dos comportamentos financeiros
dos cidadaos (OECD, 2005).

Devido a isto, varios paises foram levados a criar politicas
publicas para fomentar a Educacao Financeira com o propdsito de
melhorar seus niveis de desenvolvimento social e econémico (AEF
BRASIL, 2010). Entre essas politicas, podemos destacar a criacao das
estratégias nacionais de educacao financeira, que no Brasil ocorreu
com a instituicdo da Estratégia de Educacdo Financeira (ENEF),
através do decreto n.° 7.397, de 22 de dezembro de 2010, com “[...] a
finalidade de promover a educagao financeira e previdenciaria no pais
[...]" (BRASIL, 2010). Esse decreto também criou o Comité Nacional
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de Educagao Financeira (CONEF), que foi o responsavel pela gestao
da ENEF até 2019, quando foi extinto (BRASIL, 2019). Em 9 de
junho de 2020, o decreto pelo n.c 7.397 foi revogado pelo decreto
n.° 10.393 (BRASIL, 2020), que que institui a nova ENEF e criou
o0 Férum Brasileiro de Educacao Financeira (FBEF), que substitui o
CONEF, sendo agora o responsavel pela governanca da ENEF e pelo
estimulo a realizacdo de agdes educativas por parte das entidades
publicas e instituicbes privadas que possuem interesse nos temas de
educacao financeira, securitaria, previdenciaria e fiscal, assim como
pela divulgacdo de suas agdes a sociedade (DECRETO..., 2020).
Espera-se, portanto, que a implementagdo da nova ENEF amplie o
alcance das acoes voltadas a estas tematicas em ambito nacional.

Dentre suas diretrizes, a ENEF visa a gratuidade nas acdes
de Educacao Financeira e destaca-se pela diversidade de agdes,
divididas em programas setoriais e transversais (AEF BRASIL,
2010). Como exemplo de programa setorial tem-se o Cidadania
Financeira, desenvolvido pelo Banco Central do Brasil (BCB), que faz
um acompanhamento do desenvolvimento da cidadania financeira no
pais (BCB, 2018a). De acordo com o BCB, “Cidadania financeira &
0 exercicio de direitos e deveres que permite ao cidadao gerenciar
bem seus recursos financeiros.” (BCB, 2018b, p. 29). Nesta definicao
a expressao gerenciar seus recursos financeiros deve ser entendida
como “planejar seus recursos, gerenciar 0s recursos de crédito
e poupar ativamente” (BCB, 2018b). Denominam-se programas
transversais aos programas e acoes no ambito da ENEF que tem
um publico-alvo ou tematicas financeiras caracteristicas, ficando seu
gerenciamento a cargo da Associacao de Educacao Financeira do
Brasil (AEF-Brasil). Destacam-se o Programa Educac@o Financeira
de Adultos, a Semana Nacional de Educag@o Financeira e o Programa
de Educacdo Financeira nas Escolas?®.

3 - Dada a recente reformulacdo da ENEF, a extingdo do CONEF e a criagdo do
FBEF ainda nao se sabe como ficarao organizadas estas agdes futuramente, tanto
dos programas setoriais quanto transversais.
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Para o propdsito do presente trabalho, a acdo da ENEF que
merece destaque €& a criacdo de material didatico composto de
uma colecdo de livros sobre Educagao Financeira para o ensino
fundamental e meédio, e a criagdo de videos e games. Essa
iniciativa tem levado além de material pedagdgico, treinamento para
professores de escolas publicas e privadas.

Nos livros do Ensino Médio da colecao Educagdo Financeira nas
Escolas destacam-se temas como cartao de crédito, financiamento,
habitacdo, consumo, poupanca, previdéncia, investimentos e
planejamentos (CONEF, 2013a; CONEF, 2013b; CONEF, 2013c), que
sao de extrema importancia, pois impactam na vida financeira dos
individuos e seu conhecimento ajudara na tomada de decisao e na
sua sustentabilidade financeira. Em todos os mddulos € destacada a
importancia de um planejamento financeiro em qualquer atividade que
o individuo venha realizar, por mais simples que seja. As orientacoes
dos livros sempre convergem para o controle das despesas e receitas,
levando os alunos a incorpora-lo em sua pratica diaria. Além disso,
nos livros do Ensino Médio sao utilizadas situagdes corriqueiras da
vida dos alunos, apresentadas em linguagem coloquial, facilitando
a compreensao e estimulando a leitura. O glossario no final do livro
contribui para uma leitura mais rapida e um melhor entendimento dos
textos, sobretudo em razao da utilizacao de muitos termos técnicos
que podem ser desconhecidos (VIEIRA FILHO, 2019).

Destaca-se também a forma criativa que os assuntos sao
apresentados, onde se percebe a preservacao dos conteudos
programaticos, porém de uma maneira integrada com diversas areas
do conhecimento. As situacdes utilizadas para trabalhar a Educacao
Financeira no material, quase sempre, envolvem conhecimentos de
outra disciplina e algum tema transversal como ética, meio ambiente,
esporte e lazer, trabalho, pluralidade cultural, entre outros.

Finalmente, o fato do material ser gratuito e esta disponivel
na internet € um aspecto que estimula sua adocao, pois além de
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representar economia, tdo importante em uma época de crise, o aluno
pode baixar o livro em seu computador ou smartphone, contribuindo
com a preservacao do meio ambiente.

Educacgdo Financeira nas escolas

Para fomentar a cidadania financeira no pais & necessario
incluir a tematica Educacido Financeira nos curriculos e capacitar
os professores para que sejam capazes de inseri-la em diversas
abordagens dentro de suas respectivas areas de conhecimento. O
Conselho Nacional de Educacado (CNE) decidiu adotar a Educacao
Financeira nas escolas brasileiras, conforme diretrizes da BNCC
(BRASIL, 2017). Apesar dessa obrigatoriedade ter sido estabelecida
em 2017 somente comecou a ser aplicada em 2020, de forma que
redes de ensino publicas e privadas de todo o Brasil devem ajustar o
curriculo e abordar o tema de Educacao Financeira, desde a educacao
infantil até o ensino médio. Vale ressaltar que o tema nao sera uma
disciplina parte da grade, cabendo as unidades de ensino abordarem
o conteudo de forma transversal, nas disciplinas lecionadas, conforme
o plano pedagadgico de cada escola (PINHEIRO, 2020).

Em 2018, o Programa Internacional de Avaliagao de Estudantes
(PISA), cujo foco foi leitura, incluiu novamente em sua pesquisa uma
avaliacdo, opcional, da alfabetizacao financeira dos jovens cujos
resultados foram divulgados em relatério em 20204,

Alfabetizacao Financeira € o conhecimento e a
compreensao dos conceitos e riscos financeiros,
e as habilidades, motivagao e confianca para apli-
car esse conhecimento € compreensao, a fim de
tomar decisdes efetivas em varios contextos fi-
nanceiros, para melhorar o bem-estar financeiro
dos individuos e da sociedade, e possibilitar sua
participacdo na vida econémica (OECD, 2020, p.
43, tradugao nossa).

4 - No Brasil, 10691 estudantes, em 638 escolas, completaram o PISA 2018, re-
presentando 2036861 estudantes de 15 anos (65% da populacao total de 15 anos).
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Dentre os vinte paises e economias analisados no PISA 2018
(OECD, 2020), o Brasil obteve uma média de 420, muito abaixo da
media de 505 dos paises da OECD?®, ocupando a décima sétima
posicao do ranking de competéncia financeira de jovens. Apesar
do resultado ruim, o Brasil registrou uma melhora em relagdo ao
resultado anterior. No PISA 2015, quando a meédia dos paises
da OECD foi de 489, o Brasil obteve uma média de 393 (OECD,
2015), ocupando a ultima posicao entre as quinze nacdes avaliadas.
Conforme destaca Prado (2020, p. 1), apesar de da ENEF ter sido
criada ha 10 anos, “o Brasil ainda tem sérias dificuldades para formar
pessoas que possuam uma relagdo saudavel com o dinheiro que
recebem e gastam.”

Pode-se buscar as razdes para isto na realidade das escolas
do pais. Siqueira e Duarte (2019) destacam que, de acordo com
levantamento realizado pela AEF-Brasil, a quantidade de escolas
com Educacao Financeira em seus curriculos ainda € muito pequena,
sendo a situagao das instituicbes do centro-oeste e nordeste a mais
grave. Segundo os autores, estas regides representam 7% e 8%,
respectivamente, das escolas nacionais que trabalham com conteudo
de Educacao Financeira. Para Prado (2020) a situacao tem mostrado
melhora nos ultimos cinco anos, pois dados da AEF-Brasil mostram
que “iniciativas de educacao financeira aumentaram em 72% no pais”
no periodo, “contabilizando 1,3 mil projetos sobre o tema, idealizados
por escolas e outras entidades”.

No estado da Bahia, a pratica da Educacdo Financeira nos
colégios do ensino basico ainda se encontra em fase embrionaria.
Embora algumas escolas particulares baianas ja tenham em seus
curriculos a disciplina Educacdo Financeira, muitas delas com o
objetivo principal de contribuir para a diminuicdo da inadimpléncia

5 - Amédia de todos os paises/economias foi de 478, conforme dados disponiveis
em https://doi.org/10.1787/888934124090.
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(NATIVIDADE, 2018), a situacao das escolas publicas & certamente
mais delicada, pois sdo elas que possuem “mais matriculas e
resultados piores” (PRADO, 2020, p. 1).

Além do dbvio aporte para a cidadania financeira, em termos
de tomada de decisbes mais conscientes enquanto consumidores,
e habilitagdo para avaliar quais produtos financeiros serao mais
adequados para si, de acordo com seu perfil e objetivos, a adocao
de medidas para implantacdo da Educacao Financeira nas escolas
também pode contribuir para uma cidadania ambiental. Isto &, estes
jovens serao futuros consumidores que irdo fazer uso racional de
recursos naturais como, por exemplo, agua, petroleo, energia elétrica
etantos outros, essenciais a saude e a qualidade de vida da populacao.
Portanto, a educacao financeira deve ser explorada nao apenas nas
aulas de matematica, onde recebera uma abordagem mais formal no
ambito da Matematica Financeira, mas também em diversas areas
do conhecimento, devido ao seu carater interdisciplinar e transversal.
Assim, estes conteldos devem ser integrados a matematica, a lingua
portuguesa e as ciéncias humanas.

Se por um lado a Educacéao Financeira nas escolas esta apenas
engatinhando, por outro lado, o uso das Novas Tecnologias se faz
cada vez mais presente nas escolas brasileiras (VIEIRA FILHO,
2019). Dentre estas novas tecnologias, destaca-se a utilizagao dos
aplicativos matematicos.

Neste trabalho, utiliza-se o software de matematica dinamica
GeoGebra (IGl, 2020) como ferramenta didatico-pedagogica na
compreensao e resolugdo de exercicios propostos no material
didatico disponibilizado pela ENEF, através de uma proposta do uso
do aplicativo em algumas atividades desse material, objetivando o
alcance das metas propostas para a area de Matemdtica e suas
Tecnologias previstas pela BNCC.
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Matemdtica Financeira versus Educacg@o Financeira

E importante distinguir entre Educacdo Financeira e Matemadtica
Financeira. Conforme destaca Assaf Neto (2016), a Matematica
Financeira estuda essencialmente o valor do dinheiro no decorrer do
tempo, tendo por finalidade basica fazer comparagdes e analises dos
diversos fluxos de caixa de entrada e saida em diversos momentos.
Desta forma, a Matematica Financeira faz uso de conceitos
matematicos (conhecimentos tedricos) e os aplica em analise de
dados financeiros, de modo geral. Isto &, analisa questbes voltadas
para como o valor do dinheiro no tempo — juros e inflagao — é aplicado
a situacbes como empréstimos, investimentos, calculo de riscos em
um dado projeto financeiro, dentre outras aplicagdes. Por outro lado, a
Educacao Financeira tem por meta formar consumidores capazes de
administrar com sucesso seus rendimentos, auxiliando-os na tomada
de decisbes que envolvam poupanca e investimento, bem como a
difusdo do consumo consciente e prevencao de fraudes. Como
avalia Perciano (2014), pode-se encontrar tanto individuos que nao
possuem (ou possuem muito pouco) conhecimento de Matematica
Financeira, mas nao encontram-se endividados e sao possuidores
de reservas financeiras para emergéncias, quanto individuos com
muito conhecimento sobre Matematica Financeira que se encontram
completamente endividados e “vivendo um padrao de vida fora da
sua realidade financeira.”

Devido a complexidade das operacdes financeiras atuais é
preciso ser possuidor tanto das habilidades ligadas as emocoes,
habitos e atitudes advindas da Educacdo Financeira, quanto das
competéncias técnicas proprias da Matematica Financeira. Por isto,
€ importante que as escolas, que ja possuem em seus curriculos
de Matematica varios temas da Matematica Financeira, adotem
um tratamento transversal da Educagao Financeira associando-a
aos diversos blocos de conteudos matematicos, e ndo somente ao
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estudar conteudos como porcentagens, descontos, juros simples
ou compostos, ou amortizacdes, que sao os temas de Matematica
Financeira geralmente encontrados nos livros-texto de Matematica.
“A proposta de discutir a Educagao Financeira como tema transversal
no curriculo de Matematica, pode trazer importantes elementos para
as salas de aula, contribuindo para a aprendizagem dos alunos”
(CAMPOS, 2012, p. 15).

Na atual conjuntura econbmica do pais, é de fundamental
importancia saber poupar, investir, e utilizar o dinheiro de forma
racional para que se tenha uma vida financeira equilibrada. Por
esse motivo, ter conhecimento dos elementos fundamentais que
compbéem a Matematica Financeira, tais como juros, montante,
acréscimos, desconto, taxas de juros e amortizagao, € indispensavel
na compreensao das operacoes financeiras presentes no cotidiano.

Material ENEF e BNCC

Documento de carater normativo do Ministério da Educagao
(MEC), a BNCC define os conhecimentos e habilidades essenciais
que todos os alunos da Educacgao Basica tém o direito de aprender,
desde a Educacao Infantil até o Ensino Médio, em conformidade com
o0 Plano Nacional de Educagao (PNE). Em 2017 foi homologada a
parte relativa a Educacao Infantil e ao Ensino Fundamental, enquanto
a parte relativa ao Ensino Médio foi homologada em 14 de dezembro
de 2018, e os novos curriculos do Ensino Médio passaram a ser
implantados gradualmente a partir do inicio do ano letivo de 2020.

Para o ensino médio, a BNCC estabelece aprendizagens
organizadas por areas do conhecimento (Linguagem e suas
Tecnologias, Matemadtica e suas Tecnologias, Ciéncias da Natureza e
suas Tecnologias, Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas). Na area
de Matemdtica e suas Tecnologias, a BNCC propde a solidificacao,
a ampliacao e o aprofundamento de conhecimentos vistos no Ensino
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Fundamental, levando o estudante a perceber a Matematica de
forma integrada, contribuindo para seus usos diversos e aplicacoes
cotidianas. Com isso, espera-se que esses novos conhecimentos
especificos aumentem a capacidade de abstracao e reflexdo dos
estudantes, facilitando a elaboracdo e resolugcdo de problemas
também nas outras areas do conhecimento. Assim, o estudante
utilizara a Matematica de forma mais autbnoma. “Segundo a BNCC,
embora cada habilidade esteja atrelada a uma competéncia, isto nao
significa que algumas delas nao contribuam para o desenvolvimento
de outras” (VIEIRA FILHO, 2019, p. 42). Espera-se que ocorra
uma mudanca profunda na educacao brasileira trazendo novas
perspectivas para a educacao financeira.

Uma vez implantada a BNCC, pergunta-se: sera que os livros
didaticos da colegao Educacgdo Financeira nas Escolas da ENEF para
0 ensino médio (CONEF, 2013a; CONEF, 2013b; CONEF, 2013c) sao
uma boa alternativa de material a ser usado nas aulas de Educacao
Financeira ou de Matematica? Até que extensao eles oportunizam o
desenvolvimento das competéncias e habilidades estabelecidas na
BNCC para a area de Matemadtica e suas Tecnologias?

A seguir, sao feitas algumas consideracdes a esse respeito, e
também envolvendo as habilidades atreladas a essas competéncias
no que tange ao ensino da Matemadtica Financeira e Fung¢ées, bem
como o uso da Tecnologia para aprendizagem desse conteudo.
Observa-se que: (a) O material consegue fomentar o desenvolvimento
da competéncia especifica 1 (BRASIL, 2017, p. 532) ja que ele
favorece a aquisicao de habilidades como a de interpretar taxas
e indices socioecondmicos (taxa de inflacdo, taxa de juros, indice
de desenvolvimento humano, dentre outros) para compreensao da
realidade, o que contribuira para a formagao de cidadaos criticos e
reflexivos ndo s6 na area de Educacéao Financeira e Matematica, mas
também, nas areas de Ciéncias Naturais e Humanas. (b) Os livros
contribuem parcialmente com o desenvolvimento das habilidades da
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competéncia especifica 2 (BRASIL, 2017, p. 534) que, na verdade, é
uma extensido da competéncia 1. Isso se da na medida que discute
temas como planejamento familiar, juros simples e juros compostos,
conhecimentos importantes na tomada de decisdes. Porém deixa a
desejar na utilizacao de aplicativos e planilhas. (¢) O material nao
atende completamente as necessidades para o desenvolvimento
de habilidades da competéncia especifica 3 (BRASIL, 2017, p.
535). Apesar do livro trabalhar situacoes-problema, a sua reflexao
sobre os resultados com a mudanca de algumas variaveis fica
comprometido, pois o livro ndao oferece um embasamento tedrico em
alguns conteudos como fungao linear, fungao exponencial, funcao
logaritmica. Com isso a aquisicao de habilidades como interpretacao
de dados, construcao de modelos, resolugdao e formulagao de
problemas fica comprometida. (d) Os livros nao sao adequados para
o desenvolvimento das habilidades envolvidas nas competéncias
especificas 4 e 5 (BRASIL, 2017, p. 538-541), pois, nao apresentam
atividades ou situagoes-problema envolvendo graficos de funcoes, e
nao utilizam qualquer tipo de software como ferramenta para analise
do comportamento de fungoes.

Conclui-se, portanto, que a colecido Educacdo Financeira nas
Escolas (Ensino Médio) se mostra como um material gue pode contribuir
bastante para despertar o interesse do aluno pelos conceitos proprios
da Matematica Financeira, principalmente devido a escolha dos temas
abordados e sua linguagem. Entretanto, os livros necessitam ser
adequados para apresentar maior rigor matematico e fomentar o uso
de tecnologias no processo de ensino aprendizagem, para que ele
seja utilizado com maior eficacia nas aulas de Matematica, e possam
atender as recomendacdoes da BNCC para essa area. Com este
objetivo, a seguir é proposta a utilizagao de uma ferramenta tecnoldgica
em parceria com o material da ENEF, e seu uso & exemplificado
através da abordagem de uma situagao-problema apresentada neste
livro 2 do ensino médio (CONEF, 2013c, p. 174).
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Uso do GeoGebra

Conforme dito anteriormente, os livios da ENEF tratam da
Educacéo Financeira a partir da 6tica de que esta € “um dos principais
instrumentos de analise e aconselhamento das pessoas na gestao
do seu dinheiro” (VIEIRA FILHO, 2019, p. 52). Sugere-se aqui que
o potencial dessa ferramenta sera melhor aproveitado se houver
um aprofundamento nos conteudos de Matematica Financeira em
parceria com a utilizacdo de Novas Tecnologias, durante as aulas de
Matematica. E importante aliar a abordagem dos livros de Educacao
Financeira com um tratamento da tematica Matematica Financeira,
dando maior rigor na questao da utilizacao de formulas, pois “elas
ajudam a validar conjecturas estabelecidas a partir do processo
de investigacdo e na generalizagao de certos conceitos.” (VIEIRA
FILHO, 2019, p. 52). Tanto o uso das formulas quanto a utilizagao de
Novas Tecnologias no processo de ensino-aprendizagem facilitam o
calculo e o entendimento de varias variaveis que estao presentes em
no cotidiano do estudante, dentro e fora da escola.

Em mundo tao globalizado, onde as pessoas in-
teragem a todo momento com outras pessoas uti-
lizando as redes sociais, onde grande parte das
transacoes bancarias sao feitas utilizando a in-
ternet ou um caixa eletrénico, ou seja, um mundo
onde a tecnologia esta tdo presente, o processo
educacional nao pode estar alheio a essas mu-
dancgas, devendo incorporar as tecnologias nas
suas praticas como agente facilitador e motivador
(VIEIRA FILHO, 2019, p. 52).

Diante do exposto, a proposta deste trabalho é que o professor
faca uso do software GeoGebra conjuntamente com algumas
situacdes-problema apresentadas nos livros do Ensino Médio da

ENEF a fim de facilitar a compreensao e contribuir com a formulagao
de novas hipoteses para estas situagdes-problema. Este sera um
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processo muito mais enriguecedor dentro da aula de Matematica do
que a simples leitura e discussao do material da ENEF.

Sendo um software de acesso gratuito, para sua utilizacao
sera necessario apenas que a escola disponha de computadores em
que o0 GeoGebra possa ser instalado para que os alunos manipulem
0 programa. Isto pode ser feito no laboratdrio de informatica, caso
a escola disponha de um, ou em um computador a ser usado com
um projetor multimidia pelo professor na sala de aula convencional
a fim de demonstrar a manipulacdo do programa aos alunos. E
recomendado que, se os alunos desconhecem o GeoGebra, Ihes seja
dado, em aula anterior, orientagdes basicas de como usa-lo, visando
uma otimizacao do tempo da aula na qual os alunos irdo implementar
0s exercicios e problemas. Além disso, caso a escola disponha de
um laboratério de informatica, podera ser feito um plano de aula
conjunto entre os professores responsaveis, no qual os estudantes
aprenderao o uso do software naquela aula, e logo o usarao na aula
de Matematica.

Ressalta-se que este software € multiplataforma, podendo
assim ser usado nos smartphones dos estudantes, ou em tablets.
Logo, caso nao seja possivel o uso de computadores, o professor
podera adaptar a sua aula para o uso destes dispositivos de acordo
com as possibilidades dos seus alunos e de sua escola.

A seguir, é apresentado um exemplo do uso do GeoGebra
em conjunto com uma situacao-problema retirada do livro da ENEF.
Além desse exemplo, no trabalho de Vieira Filho (2019) foram
discutidas as implementacées no GeoGebra, através da criacao de
simuladores, de duas outras situagdes-problema retiradas do volume
2 da colecao Educac@o Financeira nas Escolas (CONEF, 2013c).
Foi elaborada também a sequéncia didatica “O GeoGebra como
ferramenta de aprendizagem da EducacgGo Financeira”, reproduzida
na integra nos apéndices da dissertacao de Vieira Filho (2019, p. 82-
89), podendo ser alterada para atender as necessidades especificas
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de cada professor. Nos simuladores criados foram utilizados recursos
graficos com o objetivo de facilitar a andlise da situacao pelo aluno. E
importante que os alunos construam, eles mesmos, os simuladores a
serem utilizados a partir dos tutoriais que demonstram o passo a passo
para cada implementacao, o que implicara em maior aprendizagem
uma vez que os alunos estardao assumindo o papel de criadores ao
invés de simples usuarios das ferramentas. Estes tutorias podem ser
encontrados nos apéndices da dissertacao de Vieira Filho (2019, p.
72-81).

Implementacgdo de situacGo-problema

A situacao-problema que sera discutida foi retirada de CONEF
(2013c, p. 174) e esta reproduzida no recorte da Figura 1. O objetivo
do livro com este exercicio é desenvolver no aluno habilidades para
comparar qual a modalidade de capitalizacdo em uma determinada
situacao € mais vantajosa, através do questionamento sobre o que
é preferivel escolher, um investimento de um capital de R$ 2.000,00
aplicados a juros simples de 2% ao més, durante cinco anos, ou um
investimento de R$ 1.500,00 aplicados a juros compostos de 2% ao
més, também por cinco anos.

Figura 1 - Situagao-problema: investimentos.

EXPERIMENTE! >>5>5>55555555555555555555555555555550555000550>>

Imagine que vocé tivesse duas opgdes de investimento, em que vocé podera receber o principal
mais os juros ao final do prazo de aplicacdo. Sao elas:

Opgao 1: receber R$ 2.000,00 aplicados a juros simples de 2% ao més por cinco anos.

Opgao 2: receber R$ 1.500,00 aplicados a juros compostos de 2% ao més por cinco anos.

Qual vocé prefere? Por qué?

Fonte: Recorte de CONEF (2013c, p. 174).
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A proposta de implementacao dessa situagao-problema é que,
inicialmente, o aluno siga o passo a passo de tutorial fornecido pelo
professor para a construgao de um simulador utilizando o software
GeoGebra. Aqui foi utilizado o simulador construido seguindo o tutorial
dado em Vieira Filho (2019, p. 79-81), cuja interface grafica ao ser
finalizado sera idéntica ao ilustrado na Figura 2. Uma vez construido
0 simulador, o aluno passara a etapa de resolugcdo do problema
propriamente dito, usando a ferramenta que acabou de desenvolver.
Para essa situacdo-problema, a implementacdo no GeoGebra
se da através da apresentacdao de graficos que demonstram o
comportamento das duas opcdes sugeridas na Figura 1, e de uma
planilha de calculos para fornecer os juros e os montantes de cada
aplicacdo. Foram criados também controles deslizantes para o aluno
escolher o capital que ele quer aplicar a juros simples, o capital que
ele quer aplicar a juros compostos, a taxa de juros e o periodo de
aplicacdo, esses dois ultimos, comuns as duas modalidades de
aplicacao.

Apds a etapa de criacdo dos controles deslizantes, foram
desenvolvidos mecanismos para o acompanhamento grafico da
situagao. Na geracao de pontos foi utilizado o comando sequéncia do
GeoGebra, e foi criada uma fungao para representar cada modalidade
de capitalizacio. Assim, serdao geradas funcoes de dominio discreto
para tragar pontos cujas abscissas sao numeros naturais de um até o
numero que corresponde ao periodo escolhido pelo aluno, através do
controle deslizante, e cujas ordenadas sao calculadas pela férmula
de montante na capitalizagdo de juros compostos e na capitalizacao
a juros simples. Além dessas fungdes, foram criadas uma funcao
exponencial e outra, afim, de pardmetros iguais aos valores de capital
inicial, periodo e taxa, escolhidos pelos alunos, através dos controles
deslizantes.
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Figura 2 - Interface da situagao-problema: Investimentos no GeoGebra
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Fonte: Vieira Filho (2019, p. 59).

Percebe-se a vantagem do uso desta ferramenta quando
comparada com o uso do livro apenas, pois nele simplesmente é
questionado ao aluno qual investimento ele prefere e porqué. Aqui a
proposta & fornecer o embasamento tedrico necessario ao aluno para
responder nao so aquelas questdes, mas, conforme argumenta Vieira
Filho (2019), criar ferramenta que |Ihe leve a levantar e responder
outras indagacgodes, tais como: “Sera que em algum momento um
capital de R$ 2.000,00, aplicados a Juros Simples de 2% ao ano,
sera equivalente a um capital de R$ 1.500,00, aplicados a Juros
Compostos de 2% ao ano? Em caso positivo, qual esse momento?
Por que uma instituicao que cobra 2% a.m. de juros (juros de mora),
quando vocé atrasa alguns dias um pagamento, prefere utilizar
juros simples? Como vocé pode justificar a sua resposta utilizando
o grafico?”. A Figura 3, por exemplo, ilustra o grafico que pode ser
construido pelo aluno para responder estes questionamentos através
de conteudo interativo.
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Figura 3 - Exemplo de grafico para comparacao das duas modalidades de juros

©F Redefinir X
Ponto D

Intersegdodf, g, (49.04639, 3961 .85565)) [}

Propriedades. OK Cancelar Aplicar

3000

Selecione o Periodo (meses), a Taxa (%) e o Capital Inicial (R)
na capitalizacdo a juros simples & a juros compostos:

2000 s
3 PERIODO = 60

TAXA=2

CAR 5= 2000

1000

CAP G =1500

Fonte: Vieira Filho (2019, p. 60).

Adicionalmente, a criagcao das fungdes correspondentes aos
juros simples e compostos em um software de geometria dindmica
facilita o entendimento das diferengas que ha entre uma grandeza
que varia seguindo um comportamento linear (proporcional)
que, no caso, sao 0s juros simples, e uma grandeza que varia de
forma exponencial, como 0s juros compostos, na medida que as
representagdes algeébricas dessas grandezas sao convertidas para
graficos de fungdes do 1° grau e de fungao exponencial. Portanto,
0 aluno observa as mudancas nos graficos a medida que altera as
variaveis e isto possibilita uma analise mais profunda e uma melhor
compreensao, tanto da natureza dos juros, quanto do significado das
funcoes em si. Além disso, durante a execucao da tarefa, o aluno
exercita a construcao e interpretacao de graficos. Portanto, como nao
apresenta nenhum tipo de grafico para demonstrar o comportamento
desses tipos de capitalizagao, o livro deixa a desejar quando vai ser
utilizado na aula de matematica.

Em sintese, a utilizagdo desse recurso grafico potencializa o
processo de ensino-aprendizagem desses conteudos, contribuindo
para o desenvolvimento de varias das habilidades estabelecidas na
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BNCC para a area de Matemdtica e suas tecnologias, tais como &
(a) interpretar e comparar situagdes que envolvam juros simples com
as que envolvem juros compostos destacando o crescimento linear
ou exponencial de cada caso; (b) resolver e elaborar problemas
com fungdes exponenciais Nos quais seja necessario compreender
e interpretar a variacao das grandezas da Matematica Financeira;
(c) converter representacoes algébricas de fungdes do 1° grau, e
exponencial, em representagdes geometricas no plano cartesiano,
comparando o comportamento de cada uma delas; (d) identificar e
associar as progressdes aritmética e geometrica, respectivamente,
a funcao afim e exponencial, de dominio discreto, distinguindo qual
delas tem o comportamento proporcional.

No lado direito da Figura 2 € mostrada uma tabela, na janela de
planilha, para visualizacdo dos valores do Periodo do investimento,
Capital inicial aplicado a Juros Simples, Valor do Juro Simples,
Montante quando o capital é aplicado a Juros Simples, Capital inicial
aplicado a Juros Compostos, Valor dos Juros Compostos e Montante
quando o capital & aplicado a Juros Compostos. A utilizacdo de
planilhas contribui com o manuseio de expressdes algébricas e
facilita a visualizagao dos valores calculados. Igualmente importante,
a utilizagao de planilhas visa desenvolver, no aluno, habilidades de
trabalhar com esse tipo de ferramenta, por serem muito utilizadas na
vida profissional em diferentes campos de atuagao. Vieira Filho (2019)
destaca que a construcdo dessa planilha possibilita que os alunos
apliguem conceitos matematicos no planejamento, na execucao e
na andlise deste tipo de ferramenta tecnoldgica, estimulando esses
alunos a criarem outros simuladores, ligados a area financeira ou nao,
utilizando os diversos aplicativos existentes, que possam auxilia-los
na tomada de decisao de situacdes do seu cotidiano.

Apesar dos livros da ENEF terem sidos utilizados
como instrumento de apoio na elaboragao de uma
sequéncia didatica para aulas de Matematica Fi-
nanceira, nada impede que o material da ENEF e
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os simuladores criados sejam utilizados em outros
momentos do ano letivo, para atender outros con-
teudos de matematica, como exemplificar aplica-
¢oes de fungdes afins, fungdes exponenciais, pro-
gressao aritmética (P.A.), progressao geométrica
(P.G.), ou até mesmo o aproveitamento de textos
destes livros em outras disciplinas como Historia
e Geografia, ja que a interdisciplinaridade ¢ um
dos pontos de destaque desse material (VIEIRA
FILHO, 2019, p. 62).

Conclusao

Como pode-se ver, a Educacao Financeira e a Matematica
Financeira se complementam como ferramentas essenciais para
o0 desenvolvimento de uma sociedade na qual seus cidadaos,
financeiramente alfabetizados, exercem plenamente seu papel
de consumidor, integrado a sua comunidade e ao meio ambiente,
atuantes no planejamento para aposentadoria, criagdo de riquezas e
combate a desigualdade.

Considerando-se que o Brasil € hoje um pais com alto indice
de analfabetismo financeiro, urge que se implemente no curriculo
a Educacao Financeira, de forma eficaz. Quando bem feito dentro
da escola, o aluno levara para suas familias as informacdes que
ali obtiver, auxiliando no processo de divulgacdo do letramento
financeiro. Conforme aponta a BNCC, a Educacao Financeira é
um tema a ser abordado nas escolas de modo transversal, ou seja,
permeando todo o0 seu processo de aprendizagem. Entretanto, dada
a complexidade das operacoes financeiras atuais, entende-se que
€ preciso ser possuidor tanto das habilidades ligadas as emocoes,
habitos e atitudes advindas da Educacao Financeira, quanto das
competéncias técnicas proprias da Matematica Financeira. Diante
disso, propoe-se que haja uma abordagem continuada dos temas da
educacao financeira nas aulas de matematica, mesmo que elas nao
sejam aulas sobre a matematica financeira.
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Para este proposito pode-se adotar os livros da colegao
Educacgdo Financeira nas Escolas editados pelo CONEF, como foi
mostrado aqui. Sao varios os aspectos positivos desses livros, dentre
0s quais pode-se citar a diversidade de metodologias, abordagem de
situagdes cotidianas, a escolha dos temas e sua interdisciplinaridade/
transversalidade, o facil acesso ao material, e sua qualidade grafica.
Entretanto, como nao sao livros de matematica falham em aspectos
fundamentais no que diz respeito ao ensino desta disciplina: o material
nao oferece embasamento tedrico dos conteddos matematicos, nao
apresenta férmulas matematicas e graficos, e nao incentiva o uso de
tecnologias na abordagem dos problemas apresentados.

Para sanar os problemas citados acima, € proposto que se
use o software GeoGebra como auxiliar na resolucao das situacoes-
problema dos livros do ensino médio. Recomenda-se o GeoGebra em
detrimento das alternativas disponiveis por este ser um software de
matematica dinamica, multiplataforma, livre e gratuito. A partir dessa
proposta, foram produzidos tutoriais, simuladores e uma sequéncia
didatica, que se encontram disponiveis para consulta em Vieira
Filho (2019). A utilizacao da tecnologia para mediar a aprendizagem
desempenha um importante papel de agente motivador e de
ferramenta de analise. Ela desperta a curiosidade e a imaginagao,
“permitindo ao aluno testar novas hipoteses, que tenham mais a
ver com a sua realidade. Por isso, € importante que os professores
insiram essa ferramenta em sua pratica docente” (VIEIRA FILHO,
2019, p. 62).
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Uma proposta didatica do uso
do Método da Bisseccao

Adson Mota Rocha
Dilmara Mauricio do Carmo

Introducao

O trabalho de lecionar matematica no ensino basico no Brasil
vem passando nas Ultimas décadas por varios questionamentos
e mudancas tanto por medidas governamentais com criacao de
orientacdes pedagogicas e reformulacbes dos conteudos a serem
trabalhados, quanto por uma reformulagao social e tecnoldgica
que exigem empenhos dos professores para se adaptarem a estas
turbuléncias e informacoes.

A busca sempre pela melhoria do ensino € que faz os
professores procurarem cursos de capacitagao almejando criar
praticas a serem utilizadas no processo de ensino aprendizagem e
construgao do raciocinio ldgico dedutivo. Em Brasil (1999, p. 69-70)
diz respeito a pratica pedagdgica com relacao ao trabalho com os
conteudos, com as orientacdes curriculares e na forma de trabalhar
os conteudos devem sempre agregar um valor formativo no que
diz respeito ao desenvolvimento do pensamento matematico. Isso
significa colocar os alunos em um processo de aprendizagem que
valorize o raciocinio matematico, nos aspectos de formular questoes,
perguntar-se sobre a existéncia de solugao, estabelecer hipoteses e
tirar conclusdes, apresentar exemplos e contraexemplos, generalizar
situacoes, abstrair regularidades, criar modelos, argumentar com
fundamentacao légico-dedutiva.

O problema de determinar as raizes de uma equacao polinomial
€, sem duvida, abrangente e instigante para os alunos, introduzido
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desde o 8° ano do ensino fundamental. Sabemos que as equacoes
lineares e as equacbes quadraticas sao bastante conhecidas
pelos discentes, mas mesmo sabendo da existéncia de formulas
de resolugao para equacdes geneéricas de terceiro e quarto graus
conhecidas, respectivamente, como formula de Cardano e de Ferrari,
a viabilidade da resolucio das equacdes pelos métodos numeéricos é
mais interessante a ser apresentado do que estas férmulas.

Um método iterativo consiste, de modo geral, numa
aproximacao inicial xy € num processo obtém sucessivamente novas
iteradas Xx1,X3, ..., Xp, ... que produz um valor cada vez mais proximo
da solucio exata. Esses métodos estao associados aos conceitos de
iteracao (ou aproximacgao sucessiva) que, em sentido lato, significa a
repeticao sucessiva de um processo.

A tematica de usar métodos iterativos para determinacao de
raizes de equacgao polinomiais no ensino médio vem sendo bastante
discutido, em especial nos trabalhos finais do curso de mestrado
profissional em matematica. Nos trabalhos de Santos (2017), Souza
(2017) e Nascimento (2015) foram realizados estudos e discussdes
sobre os métodos numeéricos através de uma revisao bibliografica
e fizeram um enfoque da utilizacao em aplicagdes na fisica ou na
propria matematica. Ja os trabalhos de Carneiro (2015) e Afuso
(2014) foram apresentadas aplicagdes contextualizadas para o
uso do método numérico de Newton-Rapson, cuja preocupacio é
0 estudo destes métodos numeéricos e uma abordagem no ensino
basico. No entanto, estes trabalhos apresentaram apenas sugestdes
de inclusao dos métodos iterativos no ensino basico. Durante a nossa
pesquisa identificamos o trabalho de Matos (2014) que apresentava
uma proposta didatica para o estudo de equacodes do terceiro grau no
ensino médio a partir da equacgao de Van Der Waals como objetivo de
inserir na pratica pedagdgica o método de resolugao de problemas.

A utilizacdo dos computadores, calculadoras e / ou celulares
vinculamos, apenas, ao calculo, ao estudo da analise de graficos e a
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procura de raizes de equacoes polinomiais como afirma orientagées
curriculares sobre o uso da tecnologia como ferramenta para entender
a matematica.

Os programas de expresséo apresentam recursos
que provocam, de forma muito natural, o proces-
SO que caracteriza o pensar matematicamente, ou
seja, os alunos fazem experimentos, testam hi-
poteses, esbogam conjecturas, criam estratégias
para resolver problemas (BRASIL, 1999, p. 88).

De maneira geral, as raizes de equacoes polinomiais nao sao
trabalhadas técnicas e nem ha discussao sobre a analise de raizes
de equagdes polinomiais com grau maior que dois no ensino médio,
principalmente quando as raizes sao irracionais. Utilizar destes
questionamentos e retornar aos estudantes como forma de pesquisa,
pode-se levantar a necessidade de busca de novos conhecimentos.
Nessa perspectiva, a concepcdo de ensino visualizada nas
orientacdes curriculares como sendo a aprendizagem de um novo
conceito matematico dar-se-ia pela apresentacdo de uma situacao
problema ao aluno, ver Brasil (1999, p. 81).

Este trabalho é parte da dissertacao de mestrado Profmat (DO
CARMO, 2019), que trata de uma proposta didatica do uso de um
meétodo iterativo para resolucao de equacgdes polinomiais no Ensino
Médio. O objetivo do presente trabalho é apresentar uma sequéncia
didatica do uso do meétodo iterativo da bissecao para aplicar no
ensino meédio, com finalidade de explorar os conceitos relacionados
a equacoes polinomiais e a determinagao de suas raizes. Propomos
por meio de um processo de investigagao utilizar diferentes recursos
tecnoldgicos e/ou linguagens que auxiliam no trabalho do educador
de forma a contribuir para processo de ensino e aprendizagem, além
disso, buscar o desenvolvimento e o pensar critico do discente.

Ainda neste trabalho, mais especificamente, visamos resolver
equagdes polinomiais utilizando o método de bissecdo, motivar o
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estudo do conteudo de equacodes algébricas, contribuir para tornar
a matematica mais atrativa, interessante e estimulante, sendo
fundamental na formacao do discente na atualidade e inserir recursos
tecnoldgicos nas aulas de matematica.

Introducao a equacdes algébricas

Nesta secao faremos uma breve exposicdo do conteudo
polinbmios, equacdes polinomiais e suas raizes no conjunto dos
numeros reais. Cabe ressaltar que parte das demonstragdes das
propriedades dos polinbmios nao serao apresentados neste trabalho,
no entanto, sao facilmente vistos em lezzi (2009), Dante (2000) e
Medeiros et al. (2013).

Definicao 1. Um polinbmio na variavel real x € uma expressao
composta da soma de produtos de constantes por poténcias inteiras
positivas de e sempre pode ser escrito na forma:

P(x)= a,x™ +a,_1x" ! +-+ayx® +a;x +ay,

em que n & um numero inteiro positivo ou nulo, a;, i =0,1,2, ...,n, S40
numeros reais chamados coeficientes e as parcelas, a;x',i =0,1,2,...,n,
sao os termos do polinémio.

Quando é atribuido um valor fixo para x = ¢ (a € R) € calculamos

P(a) = a,a™ + a,_1a™ '+ ... +a,a’ + aya + ay

dizemos que P (a) € o valor numérico do polinbmio parax = a. E
quando P(a) = 0, dizemos que a é raiz do polindbmio P (x).

Abordaremos agora sobre a resolucao de Equacgdes Polinomiais
também conhecidas como Equacoes Algébricas.

Definicao 2. Uma equacao algébrica ou polinomial é toda sentenca
aberta escrita da forma P(x) = 0, onde P(x) € um polinémio com coefi-
cientes reais.
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Um numero a € raiz de uma equacao algébrica P(x) = 0 quando
P(a) = 0. Entendemos por resolu¢ao de uma equacao os procedimentos
operacionais para obter as suas raizes.
Exemplo 1.
a) Equacao linear ou equagao polinomial de 1° grau € uma equacao
algébrica escrita por

ax + b =0,
com a # 0.
A resolucao da equacao linear é bem simples e sua solucao é
a
X =-.
b

b) Para a equacgao do segundo grau,

ax? +bx +¢c =0,
com coeficientes a,b ec, coma # 0, obtemos a solugéo real, desde
que A = b2 — 4ac > 0, S0

__b v b VA
=750 " 2a o T T 24

Esta férmula é conhecida como Férmula de Bhaskara.
¢) Para a equacao polinomial de terceiro grau particular,
x3+px+q=0,

em Lima (1991) apresenta o método de Cardano e tem uma solucao
da forma

Ainda é possivel encontrar maiores detalhes da demonstracdo da
formula e a discussao das raizes em Santos (2017).
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Métodos numeéricos

Nesta secao faremos uma exposi¢ao sobre métodos iterativos,
que constitui um dos conteudos discutidos no ensino superior, com
objetivo de calcular as raizes de equacgdes f(x) = 0, onde f(x) é uma
funcao nao linear em x. Em especial os polinbmios de grau superior
a 3 que servem de base para a sequéncia didatica a ser aplicada em
sala de aula do ensino médio.

Restringimos aquelas situagcbes em que conseguimos
através de técnicas numeéricas obter uma solucao aproximada tao
proxima da desejada. Estas técnicas produzem uma sequéncia de
aproximacgdes dentro de um intervalo, partindo de uma aproximacao
inicial e utilizamos o processo repetidas vezes até chegarmos a uma
aproximagao do valor pretendido dentro de uma tolerancia pré-fixada,
conceitos estes que veremos a seguir.

Fases da Resolucéo

Para se calcular uma aproximacado de uma raiz, duas etapas
devem ser consideradas:

a) Isolamento: refere-se a localizacao ou isolamento das raizes
gue se baseia na escolha de um intervalo [a, b], que contenha ape-
nas uma raiz.

b)  Refinamento: consiste em melhorar o valor da raiz aproximada,
refinando até o grau de exatidao requerido, ou seja, com a aproxi-
macao inicial Xy encontrada no intervalo [a, b], obter aproximacoes
sucessivas x, até se obter uma aproximacao para raiz dentro de uma
precisao pre-fixada, chamada tolerancia.

Na etapa do refinamento sao utilizados diversos métodos
numeéricos tais como meétodo da bissecdo, da posicao falsa e das
secantes e o que diferencia esses & a forma como se faz o refinamento.
Estes métodos numéricos sdo chamados de métodos iterativos que
consistem em uma sequéncia de comandos que sado executadas
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etapa por etapa, algumas repetidas em ciclos e a execugao de um
ciclo da-se o nome de iteracao e as aproximacoes sucessivas sao 0s
termos iterados.

Localizagdo de Raizes

Nesta etapa pode-se esbocar um grafico através de softwares
matematicos e/ou calculadoras graficas e analisar eles verificando
as intersegdes dele com o eixo das abscissas ou entdo utilizar de
resultados de analise matematica importante na aplicacdo dos
métodos numeéricos e localizacao de raizes, dentre eles o mais
conhecido como Teorema de Bolzano, que pode vir escrito na forma:
Teorema 1. Seja f:[a,b] » R uma fungéo continua. Se f(a)f(b) < 0, entao
entao existe ¢ € (a, b)tal que f (c) = 0, ou seja, se a fungao continua
troca de sinal nos pontos a e b, entao f tem um zero entre a e b.

Este teorema apresenta um mecanismo de obter intervalos
(a,b) encaixantes, desde que a fungao f satisfaca as hipoteses, onde
possui pelo menos uma raiz real.

No caso de uma funcao polinomial, sabemos que satisfaz as
hipoteses de continuidade exigidas nos teoremas. Assim podemos
concluir que:

I. Se P(a) e P(b) tem mesmo sinal, entdo P(x) possui um numero par
de raizes reais ou ndo existem raizes no intervalo ]a, b[.

Il. Se P(a)e P(b) tem sinais contrarios, entao P(x) possui um numero
impar de raizes reais no intervalo ]a, b[.

Tolerdncia e Critério de Parada

Uma vez que o processo de refinamento gera uma sequéncia
infinita, para se obter uma aproximacao exata da raiz sao feitos testes
que chamamos de critérios de parada. Podemos definir a tolerancia
(e > 0) como uma estimativa para o erro da aproximagao da raiz.
Normalmente toma-se s = 10™™, onde m € o numero de casas deci-
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mais exatas que queremos para determinar a raiz. Os seguintes
testes de paradas podem ser utilizados:

« |f(xk+1)| < €que é o erro funcéo;

« |xk41 — x| < € que é uma forma de obter o erro absoluto;
. |2k 41 — x|

< & que € o erro relativo,
| %k 41

onde Xk e Xk+1 sdo duas aproximacdes consecutivas para raiz. Caso
um dos testes seja satisfeito truncamos o processo de refinamento
€ Xk4+1 € a raiz procurada, isto , tomamos @ = Xx,41 0 valor aproxi-
mado da raiz na k + 1- ésima iteracdo com £ a precisao desejada.

Aproximagbées Sucessivas

Varios meéetodos iterativos vém sendo discutidos no ensino
superior (ver as referéncias Sanches e Furlan, 2007; Franco, 2007;
Ruggiero e Lopes, 2009; Cunha, 2011) para a determinagao de
aproximacgoes para raizes isoladas de f(x) = 0. Daremos uma apre-
sentacao especial as equacdes polinomiais e ao método de bissecao
em virtude da sequéncia didatica aplicada em sala.

Meétodo de Bissecdo

O método da bissecado é uma aplicacado direta do Teorema de
Bolzano. A ideia do método tem os mesmos principios da sequéncia
de intervalos encaixados que é construida na demonstracao do
Teorema do Bolzano.

Vamos supor uma equagao nao linear

fx) =0,

com f continua e um intervalo inicial [a, b] tal que f(a) < 0 < f(b).
Segue abaixo o algoritmo do método da bissecao. O método da bisse-
cao resulta em boas aproximacodes para as raizes, apos sucessivas
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aplicagdes com a finalidade de diminuir a extensao do intervalo que
contém a raiz até se atingir a precisao pedida (b — a) < ¢, utilizando
para isto sucessivos passos de divisdes deste intervalo ao meio.
Segue abaixo o algoritmo do método da bissecao.

Algoritmo 1
Passo 0: Facak =0,a, =aeb, = b;

. a + by o .
Passo 1: Defina x;, = , (Elementos da aproximagao sucessiva);

2
Passo 2: Utilize o Critério de Parada:
Se|f(x,)| < eou |b, — ai| < € pare e a aproximacao desejada
€& Xk;
Passo 3: Atualizacao do intervalo:
Se f(x) < 0, defina @k+1 = Xk @ bi+1 = by,

Se f(xk) > O, deflna ar+1 = A e bk+1 = xk;
Passo k: Faca k = k + 1 e volte ao Passo 1.

Ao final do algoritmo temos trés sequéncia ai,ay, ... , by, by, ... € Xp; X1; X, .
tal que

_ aj + bk
Xp = —

Terminado o processo tem-se um intervalo [a, b] que contém a
raiz e uma aproximacao Xk para a raiz exata. O processo iterativo &
finalizado quando se obtém um intervalo cujo tamanho & menor ou
igual a tolerancia.

Na Figura 1 pode-se ver a interpretagao geomeétrica do meétodo
da bissecao.
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Figura 1 - Interpretacao grafica do método da bissecao.

Yy ,r
y=1(x)
(253
Il
C‘f/
a—dy Xp >
T T . o
1 1
1 1
1 1
:‘ :
I
N E—

Fonte: Elaborada pelos Autores.

A convergéncia do método da bissecdo ocorre sempre que a
funcao f (x) for continua no intervalo [a, b] e f(a).f(b) < 0, no entan-
to, essa convergéncia pode ser muito lenta, pois se o0 comprimento
do intervalo inicial,by — ag >> ¢ e se & for muito pequeno, o nime-
ro de iteragdes tende a ser muito grande.

Proposta de atividade

Uma sequéncia didatica, segundo Dolz, Noverraz e Schneuwly
(2004), ¢ uma ferramenta que norteia o trabalho do professor na condugao
das aulas e no planejamento das intervencoes, organizando-o de forma
gradual, através de um conjunto de atividades interligadas com objetivo
de ampliar os conhecimentos dos alunos, a partir de conhecimentos
prévios, no processo ensino-aprendizagem.

Nesta secao, apresentaremos uma sequéncia didatica cujo
titulo é “Resolucao de equacoes polinomiais do 3° grau com o meétodo
da bissecao”. Particularmente usamos o método da bissecao, por ser
mais facil de aplicagdo em turmas do ensino médio como afirma Lima
(20086, p. 239).
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Sequéncia Diddtica

O objetivo geral desta proposta é desenvolver olado investigativo
do estudante através da resolucdo de equacdes polinomiais pelo
método iterativo.

A proposta é que a atividade seja desenvolvida durante o tempo
de quatro horas/aulas. Evidentemente que cabe uma observacao,
que este tempo dependera da sensibilidade do professor em relagao
a turma, podendo se estender por mais aulas ou comprimi-las em
menos aulas.

Os materiais necessarios sao praticamente os corriqueiros da
pratica de ensino, lapis, caneta, papel oficio, apostilas impressas
e livro didatico. A fim de estimular os alunos faz-se a inclusdo da
tecnologia com o uso de celulares e/ou computadores. Vale ressaltar
que grande parte das escolas e os alunos possuem estes materiais
disponiveis.

A seguir uma sequéncia elaborada em forma de etapas na qual
descrevemos suas respectivas estratégias e objetivos.

Primeira etapa

Nesta etapa é feita uma avaliagao diagnostica e revisao das
equacoes polinomiais de 1° e 2° graus.

Inicialmente, propde-se aos estudantes a resolugcdo das
seguintes equacdes lineares e quadraticas:

a) 2x—1=0;

b) 2x+1=0;

c) —2x—1 =0;

d) —2x+1 =0;

e) x> = 2x +1 =0;
7 x> —5x+6=0;
g x2—x+2=0.
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Objetivo: Resgatar o conhecimento prévio dos alunos sobre
equacoes polinomiais dos 1° e 2° graus vistos durante o ensino
fundamental.

Segunda etapa

Nesta etapa € feita uma introdugao as equacgdes de 3° grau e
generalizacao.

Apresenta-se as definigcbes para equacoes de ordem 3 e
posteriormente ordem maior. Discute-se sobre a determinagao das
raizes, apresentando alguns casos especificos, tais como:

a) x3 — 81 = 0;
b) x3 — x = 0;
c) x342x*+x =0;
d) x3*-3x -1 =0.

Objetivo: Apresentar uma extensdao natural das equacodes
polinomiais para grau maior que 2.

Terceira etapa

Esta etapa apresenta o método de Cardano para equacoes
polinomiais de 3° grau.
Inicialmente faz-se os seguintes questionamentos:
1) 4)Tiveram dificuldade em resolver equacdes polinomiais de ter-
ceiro grau, por exemplo do tipo do item d),

x3—3x —1 = 0?

1) 4)Sera que tem uma formula assim como a formula de Bhaskara
para este caso?
Posteriormente solicita-se que fagam uma pesquisa sobre
resolucao de equagdes polinomiais de terceiro grau.
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Objetivo: Com base nestes questionamentos € na pesquisa
realizada, discutir métodos para resolucdo de equacoes de terceiro
grau e a quantidades de raizes possiveis.

Quarta etapa

Esta etapa contempla a visualizacao grafica de um polinbmio e
suas raizes.

Apresenta-se geometricamente a relacdo do grafico de um
polindbmio e suas raizes, utilizando o GeoGebra como ferramenta
computacional, também disponivel em aplicativos para celulares.

Obijetivo: Ler, interpretar e utilizar representacées matematicas
através do uso de aplicativos no celular.

Quinta etapa

Esta etapa contempla a localizacao das raizes de um polinémio.

Discutir com os alunos as técnicas para obter um intervalo [a,b]
tal que exista pelo menos uma raiz do polinbmio no interior dele,
apresentando uma analise tedrica e grafica da equacao f(x)=0.

I. Na andlise tedrica usa-se o Teorema de Bolzano;

Il. Na analise grafica usar as ferramentas computacionais vistas
na quarta etapa.

Objetivo: Facilitar a analise tedrica e grafica, de forma simultanea,
na localizacao das raizes de equacoes polinomiais do 3° grau.

Sexta etapa

Apresentar aos alunos o método da bissegcao de forma indutiva
e processual estabelecendo um algoritmo para a construcdo das
aproximacgoes sucessivas.

Objetivo: Apresentar o algoritmo do método da bissecao
discutindo as suas etapas e os critérios de parada, assim como a
convergéncia do método.
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Sétima etapa

Etapa da experimentacdo. Propde-se aos estudantes a
resolucao do seguinte problema:
1) Considere a seguinte equacao algébrica x> —3x — 1 = 0.

b) a) Determinar o intervalo em que se localiza as raizes.
Usar a anadlise tedrica e grafica;
c)b) Determinar o numero maximo de iteragdes necessa-

rias do método da bissecao para o caso da determinacao de
uma aproximacao da primeira raiz positiva com precisdao e = 0,1,
£, =0,01e & = 0,001;

d) ©) Aplicar o método da bissecao e obter a raiz com as
precisoes do item b);
e) d) Preencher a Tabela 1 com as informagdes das itera-

coes do método da bissecao.

Tabela 1: Dados obtidos na aplicagido do método da bissecdo na equacdo x3 — 3x — 1 = 0.

k| a| b x:azb Foo | F@ | fo f(;;‘;'(a) Teste

Fonte: Elaborada pelos Autores.

Objetivo: Testarem o0s seus conhecimentos aprendidos e
refletirem sobre o uso do método da bissecao.

Oitava etapa

Nesta etapa é feito um questionario, e a conclusao da sequéncia
didatica.



Inovacdes educacionais em matematica no Recdncavo 239

Propor aos alunos que respondam o seguinte questionario.

Depois apresentar as respostas corretas e discutir sobre as suas
respostas. Tentar durante a discussao introduzir o conceito de
convergéncia.

Nos itens de 1 a 4, marque somente uma alternativa por

questao:

1)

2)

3)

Se diminuir a tolerancia aumenta a quantidade de iteragdes?

a) Sim, pois precisara mais iteragdes para atingir o critério de
parada;

b) Sim, pois a quantidade de iteracbes aumenta quando
fazemos mais calculos;

c) Nao, pois precisara de menos iteracoes para atingir o
critério de parada;

d) Nao, pois utilizamos a mesma quantidade de calculos
independente da precisao escolhida.

Se diminuir a amplitude do intervalo aumenta a quantidade de

iteracoes?

a) Sim, pois precisara mais iteragoes para atingir o critério de
parada;

b) Sim, pois a quantidade de iteracbes aumenta quando faze-
mos mais calculos;

c) Nao, pois precisara de menos iteragdes para atingir o cri-
tério de parada,;

d) Nao, pois utilizamos a mesma quantidade de calculos inde-
pendente da precisdo escolhida.

Se aumentar a tolerancia aumenta a quantidade de iteracoes?

a) Sim, pois precisara mais iteragoes para atingir o critério de
parada;

b) Sim, pois a quantidade de iteracbes aumenta quando faze-
mos mais calculos;

c) Nao, pois precisara de menos iteragdes para atingir o cri-
tério de parada,;
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d) Nao, pois utilizamos a mesma quantidade de calculos in-
dependente da precisao escolhida.
4)  Se aumentar a amplitude do intervalo aumenta a quantidade de
iteragdes?
a) Sim, pois precisara mais iteragdes para atingir o critério de
parada;
b) Sim, pois a quantidade de iteracbes aumenta quando
fazemos mais calculos;
c) Nao, pois precisara de menos iteracoes para atingir o
critério de parada;
d) Nao, pois utilizamos a mesma quantidade de calculos in-
dependente da precisao escolhida.

B5) O que vocé achou dessa atividade? Descreva colocando os
pontos positivos, negativos, suas dificuldades e o que aprendeu.
Objetivo: Verificar o conhecimento do estudante sobre a convergéncia
do método e despertar o interesse pela investigacdo matematica.

Discuss@o da Diddtica

A proposta apresentada ndo necessariamente precisa ser seguida
em sua ordem, podendo ser realizada de forma simultanea ou até mesmo
invertendo algumas etapas. Por exemplo, a etapa de visualizagao grafica
pode ser colocada como primeira etapa a fim de motiva-los devido ao
uso de ferramentas computacionais em sala de aula.

E importante salientar a flexibilidade na execugéo da sequéncia
podendo ser enriquecido com outros topicos que venham acrescentar
outras discussodes referentes ao assunto como, por exemplo, a teoria
de funcdes e construgao de graficos.

Sobre 0 GeoGebra e seu manuseio indicamos a leitura do artigo
Junior e Abbeg (2016), que mostra o0 passo a passo como resolver
equacoes algébricas. Além disso, pode-se consultar a pagina oficial
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do GeoGebra! onde pode ser encontrado mais detalhes sobre o
funcionamento do software.

Tivemos uma preocupacao na elaboracao desta sequéncia a
fim de seguir as orientagdes propostas nos Parametros Curriculares
do Ensino Médio, buscando sempre incentivar o lado investigativo
dos estudantes e dando uma formacao critica dos conteudos. Desta
forma, a proposta de um questionario no final € que nao seja avaliativo
de conteudos, mas buscando que os discentes fagcam uma autocritica
do seu papel no aprendizado.

Sugerimos que, na sétima etapa, a atividade seja realizada
em grupos, sendo duplas ou trios para que nao haja dispersoes,
conversas paralelas e, consequentemente, perda do foco na atividade
proposta. Além disso, o trabalho em duplas permite aos alunos uma
melhor assimilagdo dos conteldos por proporcionar a cooperacao € a
socializacdo de conhecimentos entre 0s mesmos e assim poderem sentir
mais tranquilos seja no manuseio do equipamento, seja na linguagem
propria para sanar as duvidas existentes ou mesmo nas discussoes
para buscar estratégias de resolucao dos problemas propostos.

Outra ferramenta que nos nossos estudos percebemos que
podera ser utilizada para o preenchimento da tabela é o uso do software
Excel da Microsoft, 0 GeoGebra ou similar, explorando a construcao,
a interpretacao e analise de tabelas através das planilhas eletrbnicas.

Relato de experiéncia

O presente relato de experiéncia constitui-se num trabalho
desenvolvido em uma turma de ensino médio de uma escola
publica onde sugerimos a aplicacdo de um método numérico de facil
compreensao para resolver equagdes polinomiais de grau maior que
2, diante de questionamentos quanto a existéncia de uma férmula
para resolver tais equacoes.

1 - www.geogebra.org.
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Na primeira etapa da sequéncia didatica, avaliacao diagndstica
e revisao das equacodes polinomiais de 1° e 2° graus, iniciamos o
trabalho com apresentacao de equacoes a serem resolvidas a partir
de conhecimentos prévios dos alunos, no entanto, percebemos
que a maioria ndo lembrava os conceitos basicos de equacao nem
como achar raizes de equagao do 1° e 2° graus sendo necessario a
intervencao do professor, discutindo etapa por etapa as operagoes na
resolucao das equacoes. Muitos usaram, por exemplo, a férmula de
Bhaskara para resolver as equagoes do 1° grau, 0 que mostrou que 0s
conhecimentos adquiridos por eles foram apenas de reproducao das
formulas. Mas a medida que foram sendo revisados os conteudos,
eles perceberam os seus erros, consertando-os, e, diante disso,
percebemos uma evolugao no aprendizado.

Ainda na primeira etapa, devido notar a dificuldade dos
alunos, introduzimos 0s conceitos para resolucao de uma equacao
incompleta, utilizamos as técnicas da fatoracido para resolver
equagoes incompletas do 2° e 3°.

De certa forma, a segunda etapa foi iniciada conjuntamente com
0 término da primeira. Visto a resolucdo das equagdes polinomiais
incompletas do 2° e 3° graus chegamos ao problema de resolver
equacoes polinomiais completas do 3° grau, donde iniciamos, quase
despercebidos, a terceira etapa o0 que ocasionou guestionamentos
quando nao conseguiram resolver algebricamente as equacoes
polinomiais do 3° grau, a partir dai sugerimos pesquisar sobre
possiveis formulas para calcular raizes de equacgdes polinomiais
do terceiro grau. Com base na pesquisa, notamos que a férmula
de Cardano néao era atrativa para aplicar e os alunos tiveram pouco
interesse em utiliza-la. Surgiu por um aluno a seguinte pergunta:
“se existe um meétodo mais facil para calcular?” e, nesse momento,
explicamos a possibilidade de utilizar outros procedimentos para
calculo de raizes e foi sugerido o método numeérico.
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Em seguida, aplicamos a quarta etapa, apresentando o
software GeoGebra sendo bem recebido pelos alunos, que se
mostraram empolgados na instalagdo e manuseio do programa.
Construimos os graficos de equacgdes polinomiais e comparamos com
os resultados obtidos analiticamente em relacdo as quantidades de
raizes, intersecao dos graficos com elas. Os resultados obtidos foram
satisfatdrios no que diz respeito ao envolvimento, a curiosidade pela
aprendizagem de novos conceitos matematicos e ao uso de “app” de
celulares em sala de aula.

Na quinta etapa, localizagao das raizes de um polinbmio, a parte
grafica foi fundamental para o entendimento dos alunos. Inclusive,
a analise tedrica fundamentamos toda como base no entendimento
grafico e o teorema de Bolzano foi apresentado de forma a ser
compreendida pelos alunos, sem enuncia-lo de forma axiomatica
contida nos livros de calculos do nivel superior. Nesta etapa houve
uma participacao efetiva de toda a sala querendo apresentar os seus
resultados. Notamos que o aprendizado do conceito de raiz de uma
funcao foi atingido e a relacao da analise tedrica da equacao algébrica
com a analise grafica foi importante neste processo.

Mostrado a necessidade do uso do método numeérico,
abordamos o meétodo de bissecido, sexta etapa da sequéncia.
Durante a exposicao dos conteudos notamos que os alunos nao
tinham conhecimento do termo de ponto meédio, porém um aluno 2
apresentou a seguinte pergunta: “este calculo ndo seria uma média
aritmeética?”. Pelo interesse de utilizacdo do software GeoGebra
mostrado pela turma, fizemos durante a apresentagcao do método, o
uso, a cada etapa do metodo.

Surgiu um questionamento interessante: como aplicar o método
da bissecao para a equacdo x> — 2x + 1 = 0? Ou de forma mais geral,
em que o discriminante é zero obtendo raizes reais e iguais, onde
no intervalo [a, b] o seu sinal f(a). f(b) > 0? No entanto, tem raiz
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neste intervalo promovendo uma discussao rica que colaborou para
possivel insercao de outros métodos mais completos.

Para a sétima etapa, experimentacido do método, dividimos a
turma em duplas ou trios. No que diz respeito ao método de bissecao,
um entrave ao conteudo foi o trabalho com decimais diante da
dificuldade dos mesmos emrealizar operagdes tais como multiplicacao
e divisao sendo sanadas com o uso de calculadoras, além disso,
foram detectados também a questdo do uso da desigualdade na
comparacao com a tolerancia exigida, além da dificuldade no uso da
notagao cientifica.

Ainda no que diz respeito aos calculos para encontrar raizes
percebemos que mesmo promovendo discussfes observamos que
os alunos queriam encontrar uma solugao de forma mais rapida e
imediata ao tentar utilizar outros intervalos e precisées requeridas,
além de que trabalhamos intensamente durantes trés aulas seguidas
0 que tornou desgastante para os mesmos.

Devido as longas discussdoes e dificuldades encontradas
durante a aplicagao da sequéncia didatica, nao conseguimos aplicar o
questionario por escrito. Foi realizado um debate sobre os conteudos
e uma discussao sobre a convergéncia do método. Notamos que foi
satisfatdrio a compreensao dos conteudos sobre métodos iterativos,
além disso, observamos a participacdo de todos durante todo o
debate demonstrado em algumas das falas a seguir:

“Uma experiéncia divertida, pois foi bem dinamica e aprendi
mais sobre o assunto”.
“Foi uma experiéncia incrivel, pois aprendi como fazer o “calculo”
de equacao do terceiro grau de um meétodo diferente e, também,
porgue a atividade foi dindmica”.
“Achei interativa, me compliquei com os calculos, achei que era
incapaz e a professora me mostrou o contrario”.
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Portanto, mesmo que tenham sido detectadas dificuldades
na aplicagdo do meétodo numérico, a apresentacao desse novo
conteudo no ensino meédio proporcionou aos estudantes pensar
matematicamente, usar a tecnologia como ferramenta para entender
a matematica e ainda exercer seu protagonismo na aquisicao do
conhecimento.

Conclusao

Neste trabalho propomos a aplicacdo de uma sequéncia
didatica a alunos do ensino médio visando a apresentacdao do
método de bissecao na resolucdo de equacdes polinomiais de grau
maior que 2, por ser de simples entendimento para 0s mesmos, mas
antes buscamos apresentar para cada conteudo alguns conceitos
preliminares além de demonstracdes de alguns autores da area
para embasar a proposta didatica aplicada. Sabemos que desde a
introdugao da algebra no ensino fundamental, parte dos alunos se
interessam pela resolucdo de equacdes mas, a0 mesmo tempo,
sentem dificuldades ao se deparar com formulas, o que leva os
estudantes apenas a memorizar as mesmas para resolver questoes
de avaliagdes.

Um dos desafios aqui & sugerir técnicas de resolucao de
equacoes que nao estejam presas as férmulas, mas, apresentacao
de conteddos no ensino superior como 0s metodos numericos, no
ensino meédio, de forma a desenvolver nos estudantes o interesse por
continuar aprendendo e assim podermos mudar a visao que muitos
tém da matematica.

Sabemos que, em geral, quando abordamos a algebra na
resolucao de equacdes polinomiais, os alunos costumam considerar
o conteudo de dificil assimilacdo o que torna a aula mondtona e
desinteressante. Diante dessa constatagdo e realizando pesquisas
na area vimos que Sperandio, Mendes e M. (2003) afirmam que para
0s métodos analiticos dificeis de serem obtidos podemos recorrer a
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metodos numeéricos. Neste sentido, resolvemos sugerir a aplicacao
de métodos numeéricos para resolvermos tais equacoes de forma
a tornar as aulas mais dindmicas e desafiadoras para os alunos,
desenvolvendo o lado investigativo dos mesmos, baseando-se no
desenvolvimento de competéncias como a de interpretar informacoes
de natureza cientifica e social obtidas da leitura de graficos e tabelas,
realizando previsdao de tendéncia, extrapolacado, interpolacdo e
interpretagao seguidas das seguintes habilidades: utilizar informagdes
expressas em graficos ou tabelas para fazer inferéncias; resolver
problema com dados apresentados em tabelas ou graficos e analisar
informacoes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a
construcao de argumentos, divulgadas pelo Inep na matriz referéncia
de matematica e suas tecnologias para o ENEM.

Restringimos a resolucdo de uma equagao polinomial de
terceiro grau tendo em vista que muitos alunos questionavam sobre
a existéncia de férmulas para resolucdo das mesmas e, com base
em pesquisas propostas, percebemos que formulas como a de
Tartaglia desenvolvida no século XVI, sdo trabalhosas e de dificil
compreensao quando aplicadas no ensino médio enquanto que
0s métodos numéricos podem ser abordados, sem conhecimentos
prévios de Calculo Diferencial, e mesmo que seja necessario buscar
uma linguagem adequada para o ensino dos mesmos, por exemplo,
a nocgao de continuidade, aqui sendo apresentado graficamente no
estudo de equagbes polinomiais do tipo f(x) = 0 de forma a nao existir
“quebra” ou “furo” ao longo da sua linha. Além disso, o método de
bissecdo, na maioria das vezes, necessita apenas de conceitos
basicos tais como decimais, ao buscar aproximacdes para raizes
com precisoes pré-definidas, o que pode ser facilitado pelo uso de
calculadoras simples, da nocao de ponto médio quando do uso da
funcao iteracdo para o método de bissecdo e da interpretacao e
analise de tabelas sendo interessante o uso de planilhas eletronicas
e graficos que podem ser realizadas através de aplicativos nos
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celulares como o GeoGebra, e nesse sentido, recomendamos que
seja estendido o tempo proposto para a atividade.

Quanto a utilizacdo dos aplicativos de celular é preciso estar
atento ao uso de softwares, pois a tecnologia pode ser util quando
atender as necessidades dos alunos no que diz respeito a ilustracao
da situacao, na otimizacao do tempo para efetuar calculos trabalhosos
e na interpretagdo geomeétrica do problema em questdao e ainda
possibilitar o protagonismo dos mesmos de forma que produzam
seus proprios conhecimentos e saibam selecionar as informacoes
necessarias a resolugao do problema. Isto conforme as orientagdes
curriculares (BRASIL, 2008, p. 89) que afirmam que a escolha de um
programa se torna um fator que determina a qualidade do aprendizado.

A maior dificuldade da aplicacdao foi relativa ao acesso
tecnoldgico dos alunos, pois percebemos que muitos ndo dispoem
de celulares, contornado com a realizagao de trabalhos em grupos
para que todos estivessem inseridos no processo.

Portanto, notamos que os objetivos foram alcancados de forma
a contribuir para quebrar paradigmas e promover discussdes ao nivel
académico no que diz respeito a aplicacao de métodos numeéricos no
ensino médio. Além disso, fortalecer a ideia de que esse conteudo
permite ao professor trabalhar de forma integrada com conteudo de
algebra e geometria aliado as tecnologias, pouco trabalhadas nesse
nivel de ensino.
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Problemas de programacao linear
como temas transversais

Ueric Silva Oliveira
Eleazar Gerardo Madriz Lozada
Adson Mota Rocha

Introducao

Frequentemente somos confrontados em nosso dia-a-dia com
situagdes problemas em que temos que tomar decisbes e muitas
vezes elas passam pelo viés matematico, algumas dessas situagoes
sao classificadas como problemas de otimizacido. Fazemos o uso do
objeto matematico equacao linear, onde as variaveis estao sujeitas
a restricbes que se caracterizam como sistemas de equagdes ou
inequacoes lineares.

O desenvolvimento tecnoldgico e o aumento da competitividade
das empresas fazem com que a tomada de decisoes se fundamente
na analise de diversos fatores, tendo como objetivos obter o lucro
maximo e/ou entdo minimizar as despesas e desperdicios. Nestes
tipos de problemas podemos afirmar que se deseja alcancar um
objetivo, a que devem ser cumpridas restricoes que a realidade nos
imp6e. No caso, em que tanto a funcao objetivo quanto as restricbes
envolvidas podem ser modeladas usando fungdes lineares, teremos
entao um problema de programacao linear (PPL). Caso o problema
admita solugcdo inteira entdo estaremos com um problema de
programacao linear inteira (PPLI).

Em nossa concepcao tais conceitos poderiam ser desenvolvidos
com alunos do ensino médio, buscando interdisciplinaridade com
temas da geometria analitica com suas representacdes algébrica e
grafica. Com essa motivagao, elaboramos um procedimento para
atividades com suporte no ambiente informatico GeoGebra, que tem
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como objetivo favorecer a construgao do ferramental matematico que
possibilitasse subsidiar o professor de matematica do ensino médio
a apresentar alguns problemas de programacao linear. Esta proposta
€ parte do trabalho da dissertacao de mestrado Profmat de Oliveira
(2016), aplicando a programacao linear e a programacao linear inteira
como suporte para temas transversais no ensino de matematica no
ensino médio.

De acordo com Neto (2014), durante o ensino de matematica
da educacao basica, confrontamos com varios conteudos ministrados
de forma isolada, dentre eles destacamos as equacodes e inequacoes
lineares, sistemas de equagdes e inequacdes lineares, estudados
tanto na area algébrica como na area geométrica. Esses conteudos
permitem resolver problemas da matematica aplicada, com enfoque
na area de otimizacao.

Os PPL e os PPLI serdo usadas como suporte para temas
transversais no ensino de matematica no ensino médio, devido ao
fato desses se apresentarem por meio de problemas de natureza
aplicada que poderiam motivar os alunos a resolvé-los. Vislumbrando
0 avango tecnoldgico, somos confrontados com novos problemas
qgue enquanto professor/educador devemos ter a0 menos ciéncia de
técnicas que possam resolvé-los, por isso acreditamos que os topicos
referentes aos PPL e PPLI servirdo como complementaridade no que
tange as aplicacdes de conteudos de matematica.

Apresentamos os procedimentos com foco nas representacoes
algébrica e grafica de inequacdes lineares, 0 que poderia dar
condicdes aos alunos de construirem conhecimentos a respeito da
regiao viavel, conceito fundamental para resolver alguns problemas
de programacao linear. Além disso, procedemos com as analises das
atividades ao final, apresentamos algumas consideragdes no que diz
respeito ao trabalho desenvolvido.

Sendo que nosso objetivo é utilizar a programacao linear
como suporte para temas transversais no ensino de matematica do
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ensino meédio, dando subsidios para o professor transitar por meio
da transversalidade de certos conteudos trabalhando com problemas
de matematica aplicada, além de mostrarmos como o software
GeoGebra pode ser um auxiliador na resolucdo dos mesmos.

Pesquisa operacional no Ensino Médio

Segundo Sodré (2007) é notorio o impacto positivo que certos
meétodos analiticos de solugdo de problemas e tomada de decisao,
vem causando nas areas das ciéncias politicas, matematica,
economia, teoria da probabilidade e estatistica, com aplicacoes diretas
em muitas industrias, inclusive a de aviacdo e misseis, automoveis,
comunicagdes, computadores, energia elétrica, eletrdnica, alimentos,
metalurgica, mineragao, papel, petréleo e transporte.

Esses problemas supracitados sao caracteristicas marcantes
nos problemas da pesquisa operacional. Essa € uma ferramenta
pratica que nos fornece subsidios para a atividade de gestao.
Como ferramental quantitativo, ela fornece parametros decisorios
confiaveis, considera cenarios e estabelece, por meio de modelos
matematicos, visualizagdes de possiveis solugdes de problemas que
apresentam variaveis, restricoes, e fungao objetivo. Desta forma, a
pesquisa operacional se constitui de um moderno instrumental para
a tomada de decisdes analisadas por meio de calculos estruturados
em fases.

Segundo Taha (2007), ha muitos problemas que sao resolvidos
por técnicas particulares de pesquisa operacional, dentre elas:

Programacgado Linear (PL): sao técnicas usadas para resolver
problemas lineares de otimizacdo nos quais a funcdo objetivo e as
restricdbes sao todas lineares, esse método tem sido usado com
sucesso na solucido de problemas relativos a alocacao de pessoal,
mistura de materiais, distribuicao, transporte, carteira de investimento,
avaliacao da eficiéncia.
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Programacao Linear Inteira (PLI): € uma técnica para resolver
problemas de programacao linear onde as variaveis podem apenas
apresentar nimeros inteiros. Tem sido empregada na resolucao de
problemas de investimento dentre outros;

Diante das varias possibilidades que a pesquisa operacional
nos oferece, o conhecimento sobre as subareas, programacao
linear e programacao linear inteira, revela-se importante para o
aperfeicoamento do trabalho com a transversalidade com conteudos
visto no Ensino Médio.

A pesquisa operacional pode ser apresentada a alunos que
estudam no ensino médio, uma vez que a ela requer conhecimentos
basicos e pode ajudar o professor a cumprir alguma das orientagdes
curriculares para o ensino medio.

A forma de trabalhar os contelidos deve sempre
agregar um valor formativo no que diz respeito
ao desenvolvimento do pensamento matemati-
co. Isso significa colocar os alunos em um pro-
cesso de aprendizagem que valorize o raciocinio
matematico - nos aspectos de formular questoes,
perguntar-se sobre a existéncia de solucao, esta-
belecer hipdteses e tirar conclusdes, apresentar
exemplos e contraexemplos, generalizar situa-
¢oes, abstrair regularidades, criar modelos, ar-
gumentar com fundamentagao ldgico-dedutiva
(BRASIL, 2006. p. 69).

Vale salientar que na pesquisa operacional encontramos
problemas derivados de sistemas complexos, a estes queremos
analisar por meio de um modelo matematico. Tal modelo provém de
relagbes expressas por variaveis, parametros e operagdes, desde
que, satisfacam as proposi¢des derivadas de um conjunto de axiomas
dateoria que ali sera empregada. Esse processo se assemelha muito
ao da pesquisa de um matematico, fisico ou engenheiro.

Se por um lado a ideia de situacado-problema pode parecer
paradoxal, pois como o aluno pode resolver um problema se ele nao
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aprendeu o conteudo necessario a sua resolucao? Por outro lado,
segundo Rehfeldt (2009), a histdria da construcao do conhecimento
matematico mostra-nos que esse mesmo conhecimento foi construido
a partir de problemas a serem resolvidos.

Buscando uma inter-relacao entre a realidade fisica (que provém
de um problema procedido de um sistema complexo) e resultados
numericos, os modelos matematicos se colocam como um agente
de traducao e transposicao dessas duas realidades, procurando ou
propondo instrumentos bem como as técnicas que as justifiquem.

Ha problemas reais, que embora parecam distintos, sao
resolvidos por modelos matematicos iguais.

Dentre os varios campos em que sao utilizados os modelos
matematicos, Sodré (2007) destaca seu uso na propria matematica,
também na economia, fisica, quimica, biologia, comunicacao,
engenharia, astronomia, etc.

De acordo com Rehfeldt (2009) normalmente usamos o0s
modelos matematicos a fim de simplificar problemas do mundo real ou
entdo buscando convenientemente trabalhar com esses problemas
colocando restricdes sem perder as suas caracteristicas essenciais.
Representado de forma quantitativa as hipéteses que foram usadas
na construcdo do modelo, as quais ficam apoiadas sobre o sistema
real. O tratamento quantitativo provém de um conjunto de equacodes ou
inequacoes, que visam interpretar as hipoteses nos dando condigdes
de deduzir consequéncias e localizando detalhes que deverao ser
aceitos ou recusados.

Para iniciarmos a resolucao de problemas, em geral, devemos
coletar e organizar dados em sistemas de informagéo gerencial de
maneira que esses sejam transformados em informacao inteligivel
aos usuarios finais. Apresentaremos agora uma forma de tratarmos
problemas dessa natureza, por meio de uma atividade:

1) O problema é apresentado, na maioria das vezes, sob forma dis-
cursiva e apos uma leitura minuciosa, determinamos o objetivo,
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2)

3)

4)

5)

identificamos as restricoes, coletando as informagdes com maxi-
mo de exatidao;
Transcrevemos as informagdes coletadas para a linguagem ma-
tematica, explicitando as equacodes ou inequacoes, distinguindo a
funcao objetivo das restricoes;
Encontramos a solugdo do problema por meio de técnicas espe-
cificas para o problema matematico;
Apds encontrar a solugao dtima do problema, devemos verificar
se os resultados atendem ao modelo real do problema. Em al-
guns casos podemos conferir se novas solugdes sao necessa-
rias, para tal podemos usar a simulacao;
Nesse ultimo momento de analise, far-se-a implantagao e acom-
panhamento do sistema num todo, avaliando se &€ necessario fa-
zer adequacoes no modelo.

Sustentado nesse tratamento dado aos problemas da pesquisa

operacional, congregando esse padrao ao Ensino Médio, as orienta-
¢des curriculares para o ensino meédio destaca o papel da metodolo-
gia modelagem matematica como proposta de ensino:

A modelagem matematica, percebida como estra-
tégia de ensino, apresenta fortes conexdes com
a ideia de resolugdao de problemas apresentada
anteriormente. Ante uma situagao-problema liga-
da ao “mundo real”, com sua inerente complexida-
de, o aluno precisa mobilizar um leque variado de
competéncias: selecionar variaveis que serao re-
levantes para o modelo a construir; problematizar,
ou seja, formular o problema tedrico na linguagem
do campo matematico envolvido; formular hipote-
ses explicativas do fendbmeno em causa; recorrer
ao conhecimento matematico acumulado para a
resolugao do problema formulado [...] (BRASIL,
20086. p. 84).

Uma vez que ao apresentar a matematica na sequéncia

definicdo, exemplos e exercicios, o professor seria um mediador,
orientando o aluno em face de um problema a ser resolvido. Esse
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processo se assemelha muito ao da pesquisa de um matematico,
fisico ou engenheiro.

Atividade didatica

Apresentemos a seguir uma proposta de resolugdo de
problemas de otimizacao a ser propostos aos alunos do ensino medio
apos ou durante explorados os conteudos de Geometria Analitica.
Problema: A turma da Isabel decidiu fazer arranjos florais, utilizando
flores do horto da escola, para vender no Dia dos Namorados.
Idealizaram arranjos formados por rosas e violetas. Dispondo de 35
rosas e 36 violetas. Pensaram formar dois tipos de arranjos, o arranjo
Gracioso e 0 arranjo Formoso:

— O arranjo Gracioso sera composto por 5 rosas e 4 violetas, dando
um lucro de 2 reais;

— O arranjo Formoso sera composto por 7 rosas e 9 violetas, dando
um lucro de 3 reais.

Isabel deseja saber a quantidade de arranjos Gracioso e Formoso
que ela deve confeccionar, a fim de obter o maior lucro possivel com
a venda.

Proposta de Resolucdo: A resolugao desse problema segue uma
proposta que acreditamos ser viavel e pode auxiliar e proporcionar
boas discussdes em sala de aula, com os alunos.

a) lIdentifique as variaveis de decisao do problema;

b) Identifique a funcao objetivo do problema,;

c) ldentifique as restricdes do problema;

d) Escreva-as sob forma de sistema de inequagoes;

e) Escreva o problema na forma padronizada dos problemas de pro-
gramacao linear;

f) Represente graficamente as restricoes do problema;
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g) Encontre a regiao factivel gerada pelas restricoes e determine
seus vertices;

h) Represente graficamente a fungao objetivo do problema e encon-
tre a reta de nivel paralela a funcao objetivo que permita vender
os kits com maior lucro possivel.

Resolugdo:

a) Identificando as variaveis e decisao do problema: Chamaremos
de x a quantidade de arranjos do tipo Gracioso e y a quantidade de
arranjos do tipo Formoso, confeccionados por Isabel.

b) Identificando a funcado objetivo do problema: Devemos obter o
maior lucro com as vendas dos arranjos, sendo que a cada arranjo
Gracioso vendido teremos um lucro de 10,00 reais e a cada arranjo
Formoso vendido, teremos um lucro de 15,00 reais. Reescrevendo
essas informacdes algebricamente, teremos a funcao lucro:

fley) = 2x + 3y

c) ldentificando as restrigdes do problema: De acordo com o problema,
temos uma quantidade limitada de flores, ou seja, podemos usar no
maximo 35 rosas e 36 violetas. Cada arranjo usa quantidades diferentes
de cada tipo de flor. Em relacdo a quantidade de rosas, temos 5 no
arranjo Gracioso e 7 no arranjo Formoso, ja em relagao a quantidade
de violetas, temos 4 no arranjo Gracioso e 9 no arranjo Formoso, além
de que essas quantidades de flores ndo devem ser negativas.

d) Escrevendo as restricdes do problema sob forma de inequacgoes:

5x + 7y < 35,
4x + 9y < 36,
x>0,
y=0.

e) Problema escrito na forma padronizada de um PPL: Tendo
explicitados a fungao objetivo e as restricdbes do problema, podemos
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entao reescrever o problema matematicamente, isso nos facilitara na
resolugao do mesmo.

Maximar f(x,y) = 2x + 3y,

5x + 7y < 35,
4x + 9y < 36,
x>0,
y=0.

sujeito a

f) Representacao da restricao graficamente. Plotando as inequagoes
no GeoGebra, iremos encontrar, a partir de cada uma delas,
semiplanos, ver Figura 1.

Figura 1 - Representacao grafica das restrigbes do problema.

Fonte: Oliveira (2016).

g) Encontrando aregiao viavel gerada pelas restricoes e determinando
seus vertices: Regiao viavel € a intersecgao das inequacdes, na
Figura 2 sendo representada graficamente através da parte mais
escura do grafico.
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Figura 2 - Regiao viavel em destaque.

Fonte: Oliveira (2016).

Podemos encontrar os vértices da regiao viavel, localizando a
intersecgao das retas, determinada pelas inequacoes. No GeoGebra,
usando o campo de entrada, digitamos

Intersecgdo[ < Objeto >,< Objeto > ],

onde tem o nome < Objeto > colocaremos as equagdes que extraimos
das inequacodes. Para o vértice A, digitamos:

A = Intersegdo[x = 0,y = 0]
para os demais pontos de forma analoga,
B = Intersegdo [5x + 7y = 35,y = 0],

C = Intersegdo [5x + 7y = 35,4x + 9y = 36],
D = Intersecao [x = 0,4x + 9y = 36].

A Figura 3 ilustra os pontos 4, B,Ce D.
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Figura 3 — Vértices da regiao viavel.

5z + Ty < 35

= (3.71, 2.35)

Fonte: Oliveira (2016).

Tendo os vértices da regido viavel do problema, podemos a partir
deles plotar um poligono que nos ajudara e facilitara nossa analise da
regiao viavel a procura da solugao otima para o problema. Para tal,
ocultaremos os semiplanos determinados pelas inequagdes e digitaremos
no campo de entrada do GeoGebra, Poligno [ < Lista de Pontos >]. Na
lista de pontos, indicaremos os vértices A, B, C € D,

Poligno [4, B, C, D].

Na Figura 4 a representacao da regiao poligonal obtida do
resultado do comando acima.
h) Representando a funcao objetivo: Inicialmente, digitamos na janela
de entrada nossa fungao objetivo, f(x,¥) = 2x + 3y , mas com lucro
Zero, ou seja, digitariamos

2x + 3y = 0.
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Figura 4 — Regiao poligonal.

Fonte: Oliveira (2016).

Na Figura 5, a representacao desta reta e a intersecao no ponto
A, com a regiao poligonal.

Figura 5 — Fungao objetivo aplicado no ponto A.

B C- (371,235
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A fim de encontrar a curva de nivel obtida por meio da funcao
objetivo que forneca na regiao viavel uma melhor solucdo para
0 problema, analisaremos cada um dos trés vértices restantes
apontando o lucro que cada um deles pode render. Para o vértice
B, temos um lucro de 14,00 reais, ou seja, usando apenas 7 arranjos
Graciosos. Na Figura 6 a reta 2x + 3y = 14 e ainterse¢do com a regiao
poligonal.

Figura 6 — Funcao objetivo aplicado no ponto B.

C=(371,235

2r+3y=14

2r+3y=0

Fonte: Oliveira (2016).

Na Figura 7 temos a analise no vértice D, que nos permite obter
12,00 reais de lucro.

No entanto, observamos que para obter este lucro de 14,47
reais, deveriamos vender 3,71 arranjos Graciosos e 2,35 arranjos
Formosos. Por outro lado, pelas caracteristicas do problema, trata-se
de um PPL com variaveis inteiras e, desta forma, a quantidade de
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arranjos a serem vendidas deverao ser representadas por um par de
numeros inteiros ndo negativos, que embora estivesse implicito no
problema nao abordamos inicialmente em suas restrigdes.

Outra maneira de resolver é utilizando de uma estratégia para
obter uma solucido 6tima enumerando todas as possiveis solucoes
inteiras e calcularmos o valor da funcao objetivo paratodas as solugdes
viaveis. Para isso, determinamos todos pontos com coordenadas
inteiras e escolheremos aquele par ordenado que apresente o
maior valor. Esse método é interessante para problemas com uma
regiao viavel que possua poucos pontos a serem analisados, pois
em problemas com muitos pontos esse método torna-se cansativo e
desinteressante. Porém para o problema em discussao, acreditamos
que ele possa auxiliar e motivar o aluno a encontrar tal solucao,
principalmente com o uso do GeoGebra.

Figura 7 — Funcao objetivo aplicado no ponto D.

2r4+-3y=12

C=(371,2.35)

20+ 3y=10

Fonte: Oliveira (2016).
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Por ultimo, na Figura 8, a analise o vértice C, tendo um lucro
de 14,47 reais.

Figura 8 — Funcao objetivo aplicado no ponto C.

2r 4 3y = 1447

B = (371,235

20+ 3y=10

Fonte: Oliveira (2016).

Faz-se necessario, a partir da visualizacao grafica do problema,
encontrarmos um valor que represente a quantidade de arranjos a
serem vendidos que nos permita obter um melhor lucro. No GeoGebra,
podemos usar a opcao malha, que nos permite visualizar os pontos
com coordenadas inteiras contidos na regiao viavel mais facilmente.
Na Figura 9, temos a regiao poligonal viavel com a malha sobreposta.
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Figura 9 — Janela grafica com a opgao malha ativada.

54
D=(0/4

C=(3.71,2.35)

A=(0,0) B=(7,0

Fonte: Oliveira (2016).
Tendo visualizado esses pontos, iremos marca-los, conforme a
Figura 10.

Figura 10 — Pontos de coordenadas inteiras contidos na regiao viavel.

Fonte: Oliveira (2016).
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Na Tabela 1, consta os calculos de todos os custos nos pontos
de coordenadas inteiras contidos na regiao viavel e podemos analisar
qual delas possibilita uma melhor solucido para o problema.

Tabela 1 - Dados do valor da fungdo objetivo no pontos de coordenadas inteiras.

Ponto Arranjos Graciosos | Arranjos Formosos Lucro
A(0,0) 0 0 2043.0=0
B (7,0) 7 0 27+30=14
D (0,4) 0 4 2.0+34=12
E(1,2) 1 2 21+32=8
G(21) 2 1 22+31=7
H(3,2) 3 2 23+32=12
1(5,1) 5 1 25+3.1=13
J 4,1 4 1 24+31=11
L(3,1) 3 1 23+31=9
K (4,2) 4 2 24+32=14
M (1,3) 1 3 21+33=11
N (1,0) 1 0 21+32=2
0 (2,0) 2 0 22+30=4
P (3,0) 3 0 23+30=6
Q (4,0) 4 0 24+30=8
R (5,0) 5 0 2.5+3.0 = 10
S (6,0) 6 0 2.6+3.0=12
T (0,1) 0 1 20+31=3
U (0,2) 0 2 20+32=6
v (0,3) 0 3 20+33=9
w(1,1) 1 1 21+31=5
Y (2,2) 2 2 22+32=10

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Percebemos que ha dois pontos que nos fornecem um melhor
lucro de 14,00 reais sao os pontos B e K de coordenadas (0,7) e
(4,2), respectivamente.

Graficamente, na Figura 11 visualizamos que a funcao objetivo
2x + 3y = 14 passa pelos pontos B e K.

Portanto, se vendermos a combinacgao de 7 arranjos Graciosos
e nenhum formoso ou a combinagao de 4 graciosos e 2 formosos,
obteremos mesmo lucro de 14,00 reais, sendo qual quer uma das
duas combinacdes a melhor forma de obter o lucro maximo na venda.

Observamos que o ponto K € o mais proximo do veértice (o ponto
C que vimos tem a solucao 6tima) dentre os pontos viaveis. Uma
possibilidade de isto ocorrer é pela forma que obtemos a solucao
6tima utilizando o crescimento das curvas de nivel.

Figura 11 — Pontos B e K est&o contidos na reta de nivel que possibilita lucro de
reais.

2r 4 3y|=14

Fonte: Oliveira (2016).
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Conclusao

Este trabalho esta concernente com a propostas dos parametros
curriculares num incentivo a trabalhar com temas transversais
no ensino médio e propde contribuir com o processo de ensino e
aprendizagem da matematica no ensino meédio, tomando como
referéncia a programacao linear e a programacao linear inteira.

Tendo como ponto de partida questionamentos que, enquanto
professor/educador, foram adquiridos a partir de aulas ministradas do
componente curricular matematica no ensino médio, esta proposta
didatica apresenta subsidios metodoldgicos para professores e com
aprofundamento de contedido novos no ensino.

Partindo do pressuposto que na Matematica o assunto
otimizacao causa admiracao e inquietacao a muitos, pois ha confrontos
com situacdes em que deve-se tomar decisdes de planejamento ou
de gestao de forma a rentabilizar os recursos disponiveis e minimizar
os custos, faz-nos afirmar que incentivar desde o ensino meédio
apresentar esta discussao ressalta a formacao de cidadao dos alunos
e provocando a tomar decisdes que € uma condicdo da vida humana.

Observamos que problemas de programacao linear e de
problemas programacgao linear inteira atendem nosso objetivo,
pois na resolugcdo desses problemas por meio do método grafico
e porventura de algumas analises que fizemos no decorrer deste
trabalho, pontuamos maneiras de provocar e aplicar diversos
conteudos explorados no ensino médio.

Dessa forma, com o uso da geometria analitica, entendo como
parte da matematica que manipula de objetos matematicos do campo
da geometria e da algebra, resolvemos tais problemas exploramos e
reforgando a importancias destes conceitos, além disso, fizemos isso
com o auxilio do software GeoGebra o que acrescenta ao trabalho e
potencializa a proposta didatica.

Para utilizarmos esse software, focamos em problemas com
duas variaveis, ou seja, sua representacido tem duas dimensoes,
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com isso foi possivel fazer uma relacao entre objetos algébricos e
geomeétricos numa discussio sobre equacoes e inequacoes lineares.

De modo geral, pelo que apresentamos nas reflexdes e nessas
consideracoes finais, acreditamos ter, em alguma medida, chegado
ao objetivo geral de nossa pesquisa em utilizar os modelos de
programacao linear e programacao linear inteira na transversalidade e
na modelagem matematica usando conceitos matematicos trabalhados
no ensino médio.

Para finalizar, sugerimos que outros estudos sejam
desenvolvidos no ambito dos problemas de programacéao linear e
de programacao linear inteira, focando a implementacao do trabalho
com projetos sob diferentes condicoes.
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da Bahia (UFRB), que ocorreu em marco de 2012, um total de 47
dissertacoes ja foram defendidas, sobre as mais diversas tematicas do
ensino - aprendizagem da Matematica. O presente livro esta composto
por onze capitulos fruto dos trabalhos que foram desenvolvidos como
dissertacoes no ambito desse programa ao longo de sua existéncia,
trazendo proposicoes de sequéncias didaticas e experiéncias em sala
de aula. Considerando-se o desenvolvimento de softwares e recursos
tecnoldgicos, junto a popularizacao da internet e a inclusao digital nos
processos educativos, o livro apresenta diversas possibilidades de
praticas educativas a partir do uso desses recursos visando inspirar o
professor de Matematica do Ensino Basico a desenvolver novas praticas
em sala de aula. Os temas centrais envolvem Teoria dos Numeros,
Geometria, Matematica Aplicada e Matematica Financeira, que sao
tratados em textos que trazem sugestoes de metodologias para um
melhor processo de ensino - aprendizagem, e apresentam conceitos
formais necessarios a um total entendimento dos conhecimentos
matematicos em torno de cada topico.
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